
Nota
i�on Asint�oti
apor Mar
os KiwiMu
has ve
es, al analizar algoritmos es 
onveniente expresar los 
ostos 
omputa
ionales aso
iados
on una pre
isi�on de hasta un fa
tor 
onstante. En general no se requiere determinar el 
ostoexa
to del algoritmo sino que 
�omo 
re
en estos 
ostos en t�erminos del tama~no de la entrada. Enotras palabras, basta 
ono
er la raz�on de 
re
imiento. Por ejemplo, la forma usual de multipli
ar dosmatri
es de n�n, de
imos es un algoritmo que requiere orden n3 multipli
a
iones. Esto signi�
a quesi f(n) es el n�umero de multipli
a
iones requeridas, enton
es existe una 
onstante 
 tal que f(n) �
n3 para todo n su�
ientemente grande. La no
i�on de raz�on de 
re
imiento puede formalizarse atrav�es de la nota
i�on asint�oti
a. Esta maravillosa 
onven
i�on nota
ional para an�alisis asint�oti
o fueintrodu
ida por Paul Ba
hmann en 1894 y popularizada m�as tarde por Edmund Landau y otros.De�ni
i�on 1 Una fun
i�on par
ial f : N ! R es una que no ne
esariamente esta de�nida para todon 2 N.De�ni
i�on 2 (O-grande) Sea g una fun
i�on par
ial. Denotamos por O(g) al 
onjunto de fun-
iones f par
iales para las que existe 
 > 0 y n0 2 N tales que f(n) y g(n) est�an de�nidas yjf(n)j � 
jg(n)j para todo n � n0.La belleza de la O-nota
i�on radi
a en que obv��a los detalles irrelevantes y permite 
on
entrarse en lospuntos importantes: Por ejemplo, O(f) donde f(n) = 1=n para n � 1, es despre
iablemente peque~na,si m�ultiplos 
onstantes de 1=n no tienen importan
ia. Otro ejemplo; Hn = ln(n)+
+O(1=n) signi�
aque jHn � ln(n) � 
j � C=n | la 
onstante C no est�a espe
i�
ada, pero aun si des
ono
emos suvalor sabemos que la 
antidad Hn � ln(n)� 
 ser�a arbitrariamente peque~na si n es grande.Si f(n) denota el 
osto de multipli
ar matri
es de n�n m�as arriba men
ionado enton
es es
ribimosf = O(n3) para denotar que f 2 O(g)) donde g(n) = n3. La igualdad pasa a tener propiedades
uriosas; si g(n) = n3 y h(n) = n4, enton
es g = O(h) y h = O(h), pero no queremos 
on
luir queg = h.Tambi�en es usual abusar la nota
i�on y es
ribir O(f(n)) para denotar O(f) a pesar de que f(n) ess�olo un n�umero y la O-nota
i�on tiene sentido para una fun
i�on. A lo que uno se re�ere es a f 
omofun
i�on de la variable n. Otro abuso es que suele es
ribirse n3 = O(n4) a pesar de que n3 es s�olo unn�umero. Lo que se quiere de
ir es que g = O(n4) donde g(n) = n3.Otro uso de la nota
i�on asint�oti
a es 
uando uno es
ribe h = O(1) para una fun
i�on par
ial h,queriendo de
ir que h est�a uniformemente a
otada por una 
onstante 
uando est�a de�nida. Si sequiere expli
itar la variable n de la que h se 
onsidera fun
i�on se es
ribe h = O(n0).Cuando O(g) apare
e en la mitad de una f�ormula representa una fun
i�on espe
���
a f 2 O(g).Los valores pre
isos de f son des
ono
idos, pero sabemos no son demasiado grandes (al menos en
ompara
i�on 
on g). Es as�� que podemos es
ribir13n3 + 12n2 + 16n = 13n3 + 12n2 +O(n) ;1



2o 13n3 + 12n2 + 16n = 13n3 +O(n2) :Observar que tambi�en es 
ierto que 13n3 + 12n2 + 16n = O(n10) ;Nada en la O-nota
i�on asint�oti
a obliga a es
ribir la mejor 
ota posible.Tambi�en tiene sentido es
ribir una 
adena de igualdades que involu
ren la O-nota
i�on, 
omo porejemplo, 13n3 + 12n2 + 16n = 13n3 +O(n2) = O(n3) :Aqu�� la primera igualdad indi
a pertenen
ia y la segunda in
lusi�on de 
onjuntos. La primera expre-si�on 
orresponde a una fun
i�on y las dos restantes a 
onjuntos de fun
iones (al 
onjunto de fun
ionesde la forma n3=3+f(n) y g(n) 
on f(n) 2 O(n2) y g(n) 2 O(n3) respe
tivamente). Siempre usamosla 
onven
i�on que el lado izquierdo de una e
ua
i�on no da m�as informa
i�on que el lado dere
ho. Esas�� que 
uando uno trabaja 
on nota
i�on asint�oti
a, dependiendo del 
ontexto, una fun
i�on parti
ularf a ve
es representa el 
onjunto ffg.Si S y T son dos 
onjuntos de fun
iones, se denota por S + T al 
onjunto de todas las fun
ionesf + g donde f 2 S y g 2 T . Otras expresiones 
omo S � T , ST , S=T , pS, eS , ln(S) se de�nende manera similar. Adem�as, la O-nota
i�on puede manipularse algebr�ai
amente. Por ejemplo, lassiguientes identidades se 
umplen:� 
 �O(f) = O(f) para todo 
 2 R, 
 > 0,� O(f) +O(g) = O(f + g) = O(maxff; gg),� O(f)O(g) = O(fg) = fO(g),� O(f)m = O((f)m), para todo m 2 N, m > 0,� O(O(f)) = O(f).>Por que usar '=' en vez de '�'? Primero, por tradi
i�on, la O-nota
i�on 
omenz�o a usarse en teor��ade n�umeros, y la pr�a
ti
a prendi�o. Ya est�a demasiado estable
ida 
omo para ha
er que la 
omunidadmatem�ati
a 
ambie. En segundo lugar, por tradi
i�on. Cient���
os de la 
omputa
i�on est�an demasiadoa
ostumbrados a abusar del signo '=' a trav�es de asigna
iones 
omo 'n = n+ 1'. Otro nuevo abusono es 
omo para alterarse. Ter
ero, por tradi
i�on. Mu
has ve
es leemos '=' 
omo es. Por ejemploleemos Hn = O(log n) 
omo H sub n es O grande de logn, y en 
astellano el es tiene dire

i�on(de
imos que un p�ajaro es un animal, pero no que un animal es un p�ajaro).Un punto de suma importan
ia es que las identidades que involu
ran nota
i�on asint�oti
a no sonreversibles. Tiene sentido de
ir que n2 = O(n3) (pues n2 2 O(n3)) pero no tiene sentido de
ir queO(n3) = n2.Otro punto a tener presente es que 
ada apari
i�on de la O-nota
i�on involu
ra una 
onstante distinta,as��, no es 
ierto que O(n) +O(n) + : : :+O(n)| {z }n ve
es = O(n2) ;



3puesto que a pesar que n = O(n); 2n = O(n); 3n = O(n); : : :, se tiene quen+ 2n+ 3n+ : : :+ n2 = O(n3) :Observar que al usar logaritmos en la O-nota
i�on sin expli
itar la base de los mismos, 
omo porejemplo al de
ir O(logk n), es irrelevante 
ual es la base. Se asume que es 2 o e seg�un 
onvenga.Por otro lado, hay que tener 
ierta 
autela al usar la O-nota
i�on en exponentes. Podr��a pare
er queeO(f) = O(ef ), pero e2n 2 eO(n) y sin embargo e2n = (en)2 62 O(en). La 
onstante que se es
ondedentro de la O-nota
i�on in
uen
ia la raz�on de 
re
imiento 
uando o
urre en un exponente.Otra sutileza de la O-nota
i�on es que si hay m�as de una variable presente, la O-nota
i�on representa
onjuntos de fun
iones en todas las variables presentes. El dominio de 
ada fun
i�on es sobre el
onjunto en que 
ada variable es \libre" de moverse. Por ello, se debe prestar aten
i�on a las partesde una e
ua
i�on sobre las 
uales est�a de�nida una variable 
uando hay sumatorias de operadoressimilares involu
rados. Por ejemplo, 
onsideremos la e
ua
i�onnXk=0(k2 +O(k)) = 13n3 +O(n2) : (1)La expresi�on k2+O(k) representa el 
onjunto de fun
iones sobre dos variables de la forma k2+f(k; n)tal que existe una 
onstante C y un n0 2 N tal que jf(k; n)j � Ck para 0 � k � n y n � n0. ComonXk=0(k2 + f(k; n)) = 13n3 + 12n2 + 16n+ f(0; n) + f(1; n) + : : :+ f(n; n) ;y f(0; n) + f(1; n) + : : :+ f(n; n) � C � 0 +C � 1 + : : :+C � n = Cn(n+ 1)=2 < (C + 1)n2, enton
esse satisfa
e (1).La O-nota
i�on tambi�en se usa fre
uentemente 
on fun
iones de una variable x pertene
iente a unintervalo [a; b℄ parti
ular. En este 
aso O(f(x)) representa 
ualquier g : R ! R tal que jg(x)j �Cjf(x)j 
uando a � x � b. (Como siempre, C es una 
onstante no espe
i�
ada.) Por ejemplo,sea g(x) = Pk�0 akxk 
on jxj � r tal que g(x) = Pk�0 jakxkj existe 
uando jxj � r. Enton
es,podemos es
ribir g(x) = a0 + a1x+ : : :+ amxm +O(xm+1) ; jxj � r :An�alogamente, tambi�en tienen sentido las siguientes expresiones:ex = 1 + x+ 12!x2 + : : :+ 1m!xm +O(xm+1) ; jxj � r; r �jo;ln(1 + x) = x� 12x2 + : : :+ (�1)m+1m xm +O(xm+1); jxj � r; r < 1 �jo.El requerimiento de que r este \�jo" impli
a que r debe tomar un valor espe
���
o 
uando la O-nota
i�on se use | 
laramente tenemos que ex = O(1) 
uando jxj � r, dado que ex � er si jxj � r,pero la 
onstante C impl��
ita en la O-nota
i�on depende de r.En algunos 
asos la O-nota
i�on todav��a a
arrea demasiada informa
i�on. Por ejemplo, el algoritmor�apido de multipli
a
i�on de dos enteros de n bits requiere O(n logn log logn) opera
iones binarias,por lo que, salvo fa
tores logar��tmi
os, es esen
ialmente un algoritmo lineal 
omo el algoritmo de



4suma de dos enteros de n bits. Cuando los fa
tores logar��tmi
os son irrelevantes, preferimos es
ribireO(n). En general, si poly(m) = mO(1) en vez de O(f(n)poly(log(n))) es
ribimos eO(f(n)).Otras extensiones usuales de la nota
i�on asint�oti
a, est�an dadas por:� 
-grande: Denotamos por 
(g) al 
onjunto de fun
iones par
iales para las que existe 
 > 0y n0 2 N tales que f(n) y g(n) est�an de�nidas y jf(n)j � 
jg(n)j para todo n � n0.� o-
hi
a: Denotamos por o(g) al 
onjunto de fun
iones f en O(g) tales que f(n)=g(n) ! 0
uando n!1.� !-
hi
a: Denotamos por !(g) al 
onjunto de fun
iones f en 
(g) tales que f(n)=g(n) ! 1
uando n!1.� �: Denotamos por �(g) al 
onjunto de fun
iones f tales que existen 
; 
0 > 0 y n0 2 N talesque 
0jg(n)j � jf(n)j � 
jg(n)j para todo n � n0.Observar que de las rela
iones sobre el 
onjunto de fun
iones par
iales de�nidas por f = �(g),f = O(g), f = 
(g), f = o(g) y f = !(g), todas son transitivas, las tres primeras son re
ejas y s�olola primera es sim�etri
a. Notar �nalmente que:� �(f) = O(f) \ 
(f),� f = O(g) si y s�olo si g = 
(f),� f = o(g) si y s�olo si g = !(f).


