1 Numeros Reales

1. Simplificar al máximo las siguientes expresiones, indicando paso a paso el axioma, definición o regla de los reales empleada.- Indicando además para que valores de a y b las expresiones dadas son números reales.

(a) (a + bc)^2 − (ab + c)^2 + (ac + b)^2 − (a + b + c)(a + b − c) + a^2(b + c)(b − c) (b)^{a2}_{a−b} +^{b2}_{b−a} (c) a^2+b^2 a^2−b^2 − a^2−b^2 a^2+b^2 a+b a−b −^{a−b}_{a+b} (d) a + b a + b +^1_{a−b− 1a+b} 2. Demostrar que:

∀x, y ∈ IR x^n − y^n = (x − y)(x^{n−1} + x^{n−2}y + x^{n−3}y^2 + · · · + x^2y^{n−3} + xy^{n−2} + y^{n−1})

3. ¿Es posible encontrar reales a y b tales que:^1_{a+b} =^1_a +^1_b ? 4. Demuestre que: (a) x < y ⇒ x <^{x+y}_2 < y (b) x > 0, y > 0 ⇒^{x+y}_2 ≥ √ xy 5. Probar que:

(a) 0 < x < 1 ≤ y ⇒ xy + 1 ≤ x + y (b) a^2 + b^2 = 1 ∧ x^2 + y^2 = 1 ⇒ ax + by ≤ 1 (c) a > 0, b > 0 ⇒^{a3}_{b3} −^{a2}_{b2} −^a_b + 1 ≥ 0 (d) a + b = 1 ⇒ a^4 + b^4 ≥ 1/8; (ind:(a + b)^4 = 1)

6. Demuestre que: a^2 + b^2 + c^2 = 1 ∧ x^2 + y^2 + z^2 < 3 ⇒ ax + by + cz > −2 7. Demuestre que: ax + by + cz = 0 bx + cy + az = 0 cx + ay + bz = 0 x + y + z ≠ 0

⇒ a^3 + b^3 + c^3 = 3abc

8. Demuestre que: ∀a, b, c ∈ IR^+ se cumple:

(a) (a + b + c)(^1_a +^1_b +^1_c ) ≥ 9 (b) (^1_a − 1)(^1_b − 1)(^1_c − 1) ≥ 8 ; Sabiendo que a + b + c = 1 (c) abc = 1 ⇒ a + b + c ≥ 3

9. Demuestre que:

(a) x^2 + y^2 + z^2 ≥ xy + yz + zx ∀x, y, z ∈ IR^+ (b) (a + b)(b + c)(c + a) ≥ 8abc ∀a, b, c ∈ IR^+ 10. Supongase que un cuerpo A se mueve con una velocidad v_1 (y en linea recta) con respecto a un cuerpo B, y que B se mueve a su vez con una velocidad v_2 (en la misma linea recta) con respecto a un cuerpo C.- Entonces de acuerdo con la mecánica de Newton A se mueve con respecto a C con una velocidad v_1 + v_2, es decir, si llamamos v a la velocidad con la cual A se mueve con respecto a C tenemos que v = v_1 + v_2 (ley de suma de velocidad de Newton). En relatividad especial (Einstein) se postula que no existen velocidades mayores que la de la luz (la cual se denota por c), sin embargo, si se toma v_1 = v_2 =^2_3 c y se aplica la ley de suma de velocidades de Newton se tiene que v = 4/3c > c ¡habrian velocidades mayores que c!, luego fue necesario postular una nueva ley de suma de velocidades. Ella es v =^{v1+v2}_{1+} v_1v_{2c2} (Ley de suma de velocidades de Einstein).

Demuestre que en este caso v no puede ser mayor que c, es decir, lo que se pide demostrar es que:

0 ≤ v_1 ≤ c ∧ 0 ≤ v_2 ≤ c ⇒ v_1 + v_2 1 +^{v1v2}_{c2} ≤ c 11. Determinar los siguientes subconjuntos de IR:

(a) {x ∈ IR/x^2 + x −^3 /4 > 0} (b) {x ∈ IR/x^2 + x ≥ −1/4} (c) {x ∈ IR/x^2 + 5x < 14} (d) {x ∈ IR/x^2 + 12x + 36 < 0} (e) {x ∈ IR/x^2 ≥ 4x + 12} (f) {x ∈ IR/x^2 +^9_4 > −3x} (g) {x ∈ IR/x^2 − 5 ≤ 0} (h) {x ∈ IR/x^2 + 49 ≤ 14x} (i) {x ∈ IR/x^2 > 10} (j) {x ∈ IR/^{3x+6}_{2x+6} ≥ 0} (k) {x ∈ IR/x^2 + 5x + 7 > 0}

(l) {x ∈ IR/x^2 − x + 3 ≤ 0} (m) {x ∈ IR/x^2 + 1 ≥ 0} (n) {x ∈ IR/x^2 + 5 ≤ 0} (o) {x ∈ IR/5x^2 − 40x + 75 ≥ 0} (p) {x ∈ IR/ − 2x^2 − 10x + 28 < 0} (q) {x ∈ IR/16x^2 + 24x ≥ 7} (r) {x ∈ IR/2 − 3x − 2x^2 ≥ 0} (s) {x ∈ IR/18x^2 ≥ 21x − 5} (t) {x ∈ IR/26x − 5x^2 > 5} (u) {x ∈ IR/3x^2 + 12x ≥ −27} (v) {x ∈ IR/5x^2 + 25x + 50 < 0}

12. Resolver las siguientes inecuaciones, expresando el conjunto solución correspondiente mediante uniones de intervalos. (a)^2_{6x−5} ≤ 0 (b) 5x − 3 ≥ 2x + 1 (c) (x − 2)(x + 3) ≤ 0 (d) x^2 + 6x − 3 ≥ 0 (e) 3x^2 − x + 5 < 0 (f)^{2x+1}_8 <^{3x−4}_3 (g)^4_x +^{x−1}_5 <^3_x + 1

(h)^{x+2}_{x2−3x} < 0 (i)^{10−7x}_{6−7x} <^{5x−4}_{5x} (j) (x − 3)(x + 2)(5 − x) ≥ 0 (k)^{(x−3)(x−2)} (5−x) ≥ 0 (l) 2x(x^5 − 5) − 3x ≥ 5x^2 − 2x^3 − 14x (m)^{x7+x}

x^2−3x+10 > 0

(n)^x_{x2−3x+2} −^{x+2}_{x2+3x+2} ≤ 0

13. Un cierto cometa pasará cerca de la tierra de modo que su distancia de esta (en kilómetros) en cada instante t del tiempo será: 10.000.000t^2 + 30.000.000t + 24.000.000 Se sabe que el cometa chocará con la tierra si en algún momento la distancia que los separa es menor o igual que 1.000.000. de kilómetros.- ¿Chocará el cometa con la tierra?.- Justifique.

14. Resolver la siguiente ecuación: |x +^1_x | = 6 15. Representar en la recta real los siguientes conjuntos: (a) {x ∈ IR/|x^2 − 8x − 20| > 4} (b) {x ∈ IR/|^{5x+3}_{x−1} | ≥ 7} (c) {x ∈ IR/2|x| + |x − 4| ≤ 4|x + 1|} (d) {x ∈ IR/|x^2 − |3 + 2x| < 4} 16. Resolver las inecuaciones y las ecuaciones siguientes: (a) |x − 3| ≤ 1/2 (b) |7x + 3| + |3 − x| ≥ 6|x + 1| (c) |x^2 − x − 6| = |x + 2||x − 3| (d) |x − 1| + |x − 5| = 4 (e) x − |x| > 2 17. Pruebe que:

(a) |x − x_0| < ϵ ∧ |x + x_0| < ϵ ⇒ |x^2 − x^2_0| < ϵ^2

(b) |x + y| ≤^{2ϵ}_3 ∧ |x + z| <^{2ϵ}_3 ∧ |y + z| ≤^{2ϵ}_3 ⇒ |x + y + z| < ϵ (c) |ab − cd| ≤ |a − c||b| + |c||b − d| ∀a, b, c ∈ IR 18. Dos puntos A y B se mueven sobre un mismo eje real de modo que su posición esta dada en cada instante t por: x_A = 3t − 1 t^2 + 1

; x_B = t^2 t^2 + 1 Determinar el o los intervalos de tiempo para los cuales la distancia entre A y B es inferior a 5.- 19. Se sabe que al bombardear el núcleo de cierto átomo con partículas α la distancia promedio de estas al núcleo en el instante t viene dada por: |10^{−14}t^2 − 7 · 10^{−14}t + 1.2 · 10^{−13}| Donde las partículas parten del reposo en t = 0.- Para que el experimento sea exitoso se debe verificar que la distancia anterior sea menor que 2 · 10^{−14}.- ¿Es exitoso el experimento?.

20. Probar que: (a) n! ≥ n∀n ∈ IN (b) n! ≥ 2^n∀n ≥ 4, n ∈ IN

21. Demostrar por indución las proposiciones siguientes:

(a) (−1)^{2n−1} = −1∀n ∈ IN (b) 1 + 3 + 5 + 7 + · · · + (2n − 1) = n^2; ∀n ∈ IN (c) |x_1 + x_2 + · · · + x_n| ≤ |x_1| + |x_2| + · · · + |x_n|∀n ∈ IN (d) 2^n > n∀n ∈ IN (e) si x > −1 y n ∈ IN ⇒ (1 + x)^n ≥ 1 + nx (f) 3n^2 + 9n + 6 es divisible por 6 ∀n ∈ IN (g) Utilizando el resultado anterior mostrar que el producto de tres números naturales consecutivos es divisible por seis.

1.1 Axioma del Supremo

1. Sean A y B conjuntos de números reales acotados y no vacios. Sean s_1 = sup A, s_2 = sup B, i_1 = inf A e i_2 = inf B.

(a) Probar que A ∪ B y A ∩ B son también acotados. (b) ¿Que puede decirse de sup(A ∪ B) y sup(A ∩ B)?

(c) Idem. (a) y (b) para los conjuntos siguientes: i. C = A + B = {x + y/x ∈ A ∧ y ∈ B} ii. D = A − B = {x − y/x ∈ A ∧ y ∈ B} iii. E = λA = {λx/x ∈ A} donde λ = 0 iv. E = λA = {λx/x ∈ A} donde λ > 0 v. E = λA = {λx/x ∈ A} donde λ < 0 2 Potencias y Logaritmos

1. Simplificar las expresiones siguientes:

(a)^{(x4y)(xy4)}

(xy)^5

(b)^{125x4y3}

27x^{−2}y^6

(c)^4

√_{2x3} 3 (d) (^{16a4}_{81b−4} )^{−3/4}

2. Resolver las siguientes ecuaciones: i) √ 2x − 1 + √ 2x + 4 = 5 ii)^3 √ x^2 − 1 + 1 = x iii) 64^x2^{2x−1} = 128 iv) 16^{x/2}2^{−x} = 8 3. Racionalizar los denominadores de:

i)^{2√2+3√3} 3 √ 3−2 √ 2 ii)^{x+y−√x−y} x+y+ √ x−y iii)^1 √_{x+√x−}√_{x−√x} 4. Resolver las siguientes ecuaciones: i) √ 1 + x + √ x =^{2√}_{1+x} ii)^{√2+x+√2−x} √ 2+x− √ 2−x = 1 iii)^2_{x−6+}^√_x +^{3√}_{x−2} =^{4√}_{x+3} 5. Reducir a su forma más simple las siguientes expresiones:

i) (81)^{3/4} ii) (^{125x4 y3}_{27x−2y6} )^{1/3} iii) (a^{1/2} + b^{1/2})^2 iv) (x + y^{−1})^2 v)^4 √ 1 −^4_x +^4_{x2} vi) (x^{1/3} + y^{1/3})(x^{2/3} − x^{1/3}y^{1/3} + y^{2/3}) vii) (^{50x4y3z}_{27x−2y6} )^{−1/2}

6. Simplifique al máximo las siguientes expresiones i) log_a(log_a a^{ak} ) ii) a^{log(log a)log a} 7. Si log_8 3 = a y log_3 5 = b ; probar que

i) log 5 =^{3ab}_{3ab+1} ii) log 6 =^{3a+1}_{3ab+1} 8. Demuestre que si a > 1, entonces log a + log_a 10 ≥ 2 9. Encontrar la solución de: log_{1/3}(log_6(x^2 − 5_x)) > 0

10. Probar que log_b

√_1

x+1 −^1_x +^1_{x2} + log_b x + (^1_2 ) log_b(x + 1) = 0

11. Resolver las siguientes ecuaciones:

i) log(7x − 9)^2 − log(4 − 3x)^2 = 1 ii) log_x(2x + 35) = 2 iii) log_a(x + 1) − log_a x = 0.45 iv) x^{3+2 log x} = 17 v) a^{log x} + a^{log 1}x = 2 vi) x^{log x} − x^{log 1/x} = 1

12. Resolver el sistema: log_y x + log_x y = 2 xy = 9 13. Considere el sistema: log_a(x^n/y^m) = m^2 log_a(x^{n+1}/y) = n^2

Probar que si m y n son naturales consecutivos entonces x = a^{min{n,m}}

14. Resolver los siguientes sistemas:

i) 2^{x+y} = 6^y 3^x = 3 · 2^{y+1} ii) x^y = y^x

x^3 = y^2 iii) 2^{y+1} = 3^{x−1} 2^x = 3^y

iv) 7(log_y x + log_x y) = 50 xy = 256 v) (ax)^{log a} = (by)^{log b} b^{log x} = a^{log y} vi) a^{2x}b^{3y} = m^5 a^{3x}b^{2y} = m^{10}

3 Cónicas

1. Probar que la recta normal en un punto cualquiera de la elipse de ecuación^{x2}_{a2} +^{y2}_{b2} = 1 (a > b) corta al eje mayor en un punto que está entre los dos focos.

2. Probar que la recta normal en un punto cualquiera de la hipérbola de ecuación^{x2}_{a2} −^{y2}_{b2} = 1 corta al eje de las abscisas (eje OX) en un punto que está fuera de los focos.

3. Un punto A, cuya proyección sobre el eje de los ordenados (OY ) es B, se mueve sobre la parábola y^2 = 8x. Determine la ecuación del lugar geométrico de los puntos P (α, β) de intersección de la recta OA (O es el origen) con la recta BF (F es el foco de la parábola). Identifique y bosqueje el gráfico del L.G.

4. Considere un triángulo ABC de vértices A(0, 0), B(b, 0), C(c, d). La altura h_C corta al lado opuesto en D y la altura h_A corta al lado BC en E, siendo F = h_C ∩h_A. Sean G = AC ∩DE y M el punto medio del lado AC. Probar que BG ⊥ MF

5. Demuestre que en toda hipérbola el producto de las distancias desde los focos a una recta tangente cualquiera es constante.

Analice la misma propiedad para el caso de una elipse.

6. Considere la hipérbola^{x2}_{a2} −^{y2}_{b2} = 1 y un punto P (x_0, y_0) cualquiera de ella. La recta normal a la hipérbola por P corta al eje OX en A y al eje OY en B. Demuestre que P divide al trazo AB en una razón constante.

7. Demuestre que las rectas tangentes a una hipérbola dada cortan a las asíntotas definiendo un triángulo de área constante.

8. La recta L tangente a la parábola y^2 = 4px por P (x_0, y_0) corta al eje OY en B, a la directriz en C y a la recta vertical por el foco F en A. Demostrar analíticamente que AF = CF . Demostrar analíticamente que F B ⊥ L

9. Considere la parábola y^2 = 4px. Por el foco se traza una recta de pendiente variable que corta a la parábola en A y B. Demuestre que las rectas tangentes a la parábola en A y B son perpendiculares entre si y se cortan sobre la directriz.

10. Sea P (x_0, y_0) un punto que se mueve sobre la circunferencia C : x^2 + y^2 = r^2. Sea Q la proyección de P sobre el eje OX y sea C_1 la circunferencia concentro en P y tangente al eje OX. Si L es la recta que pasa por la intersección de C con C_1, determine el lugar geométrico de los puntos T de intersección entre L y P Q.

11. Por un punto P (x_0, y_0) cualquiera de la circunferencia x^2 + y^2 = r^2 se traza la recta tangente L, la cual corta a las verticales que pasan por A(−r, 0) y B(r, 0) en los puntos C y D respectivamente. Determine el lugar geométrico de la intersección AD ∩ BC

12. Considere la circunferencia x^2 + y^2 = r^2 y su punto superior A(0, r). Por un punto P (x_0, y_0) cualquiera de la circunferencia se traza la recta AP , la cual corta al eje OX en Q. Determine el lugar geométrico de la intersección de la recta OP (O es el origen) con la vertical por Q.

4 Funciones

1. Recordando que por definición, el dominio de una función real de variable real, cuando sólo se indica la ley x → y = f(x) es Domf = {x ∈ IR/f(x) ∈ IR}, se pide determinar el dominio de las funciones siguientes:

i) f(x) = √ |x| ii) f(x) = [(2x − 1)(x^2 − 9)]^{−1} iii) f(x) = √ x^2 + 2x − 3 iv) f(x) = √_{x−1} x+1 v) f(x) = log_5(x + |x|) vi) f(x) = 2^{−√x−1}

2. Investigar si las funciones siguientes son pares o impares:

i) f(x) = 5x^4 + |x| + 2 ii) f(x) = x^5 + x^3 iii) f(x) = x + [x] iv) f(x) = x^3 + 2x^2 + 3x v) f(x) = |x + 2| vi) f(x) = ( √ 2)^{−[x]} 3.

(a) Determinar las condiciones que debe satisfacer f : IR → IR, para que sea par e impar a la vez.

(b) Sea f : IR → IR. Demuestre que la función x → f(x) + f(−x) es par y que x → f(x) − f(−x) es impar. Deduzca que toda función de IR en IR puede escribirse como la suma de una función par y otra impar. Aplique esto último a las funciones x → [x] y x → a^x, a > 0 4. Estudiar las siguientes funciones (no deje de mencionar: dominio, conjunto imagen, ceros, intervalos donde es creciente o decreciente, si es par o impar, si es periódica, si es acotada y, por último, bosquejar su gráfico)

i) x → x^3 − x ii) x → x^3 + [x] iii) x → x^4 − x^2 iv) x → x^4 + x v) x → [|x|] vi) x → |[x]| vii) x → max{ √ x, x^2} viii) x → min{ √ |x|, |x|} ix) x → |x − 1| x) x → |x| + |x − 1| xi) x → x|x| x) x → [x] + [−x] xi) x → [x] √ 1 − x^2 xii) x → x − [x] xiii) x → (x − [x])^2 xiv) x → √ x − [x] 5. Sea f : IR → IR definida por f(x) = 6x−x^2 −5. se pide construir los gráficos de las siguientes funciones, indicando en cada caso, los ceros, intersección con el eje Y , y simetrías: i) x → f(x) ii) x → |f(x)| iii) x → f(|x|) iv) x → |f(|x|)| 6. Dado h(x + 1) = x^2 + 3x + 2, determinar h(x)

7. Sea f : IR → IR, se define la función f_a : IR → IR por f_a(x) = f(x + a), donde a ∈ IR^+ es fijo. Analice las afirmaciones siguientes, demostrandolas si son verdaderas o dando un contraejemplo si son falsas.

i) f par ⇒ f_a par. ii) f es creciente ⇒ f_a creciente. iii) Imf = Imf_a iv) f periodica ⇒ f_a periodica. v) f acotada ⇒ f_a acotada. vi) Los ceros de f y f_a coinciden.

8. Dada la función f(x) =^{x2−4}_{x2−9}

(a) Determine Domf (b) Obtenga los ceros de f (c) Averiguar si f es par o impar.

(d) ¿Que sucede para valores grandes de |x| ?

(e) ¿Que pasa para valores de x cercanos a +3 y -3?. Estudie los casos x > 3, x < 3, x > −3 y x < −3? (f) Confeccione una tabla de valores de f y bosqueje su gráfico

9. Realizar un estudio similar al efectuado en el ejercicio anterior para las funciones siguientes:

i) f(x) =^x_{x2−2} ii) f(x) =^{x2−1}_{x2−4} iii) f(x) =^{x2+2x−3}_{x2−2x} 10. Determinar dominio, conjunto imagen, ceros, ∩ con eje Y , asintotas y gráfico de las funciones:

(a) f(x) = x[^1_x ] si x ≤ −1 1 x [x] si x ∈ (−1, 1] \ {0} |2 − x^2| si x > 1

(b) f(x) =

(−1)^{1+[x]} √ 1 − x^2 si − 1 ≤ x ≤ 0 x−1 [x]−1 si 0 < x ≤ 1/2 1 2x−1 si x > 1 2 ∨ x < −1 11. En cada uno de los casos siguientes, dadas las funciones f y g , determinar f + g, f − g, fg, f/g, g/f, fog, gof, indicando el dominio respectivo:

(a) f(x) = x − 5 y g(x) = x^2 − 1 (b) f(x) = √ x^2 − 1 y g(x) = √ x − 1 (c) f(x) =^{x+1}_{x−1} y g(x) =^1_x

12. Sean: u(x) = { 1 − x^2 si x ≤ 0 1 + x si x > 0 y v(x) = { x^3 si x > 1 −(1 − x)^2 si x ≤ 1 Determinar w(x) = u(x)/v(x) y Dom(w) 13. (a) Sean: f y g pares, determinar si son pares o impares las funciones f + g, f − g, fg, f/g, fog (b) Sean: f y g impares, determinar si son pares o impares las funciones f + g, f − g, fg, f/g, fog (c) Sean: f par y g impar, determinar si son pares o impares las funciones f + g, f − g, fg, f/g, fog 14. Sean f y g funciones de IR en IR. Considere las siguientes afirmaciones demostrandolas si son verdaderas o dando un contraejemplo si son falsas

(a) f par ⇒ gof par (b) f par ⇒ fog par (c) f creciente ⇒ gof creciente (d) f creciente ⇒ fog creciente

15. Si f(x) = x^2, encontrar dos funciones g tales que (fog)(x) = 4x^2 − 12x + 9 16. Para cada una de las funciones f dadas, determine su dominio D y su conjunto imagen I.

Verifique que f : D → I es biyectiva y determine su función inversa.

i) f(x) =^{x+5}_3 ii) f(x) = √ x − 1 iii) f(x) = −x^3 iv) f(x) =^3 √ x + 3 17. Restrinja adecuadamente el dominio de la función dada para definir su inversa:

i) f(x) = (x + 1)^2 ii) f(x) = 1/x^2 iii) g(x) = 3x^2 − 1 iv) h(x) = h_0 + v_0t −^{at2}_2

5 Trigonometría

1. Probar las siguientes identidades:

(a) sin^2 x tan x + cos^2 x cot x + 2 sin x cos x = tan x + cot x (b) tan x + cot x = sec x csc x (c)^{tan x−cot x}

tan x+cot x = 2 sin

2 x − 1 (d)^{sin x}_{1+cos x} +^{1+cos x}_{sin x} = 2 csc x (e) cos^4 x − sin^4 x = cos^2 x − sin^2 x (f) (csc x − cot x)^2 =^{1−cos x}_{1+cos x} (g)^{sec2 x}_{1+sin x} =^{sec2 x−sec x tan x}

cos^2 x

(h)^{sin x}_{cos x} +^{tan x}_{cot x} +^{sec x}_{csc x} =^{2 cot x+1}_{cot2 x} (i)^{sin3 x+cos3 x}

sin x+cos x + sin x + cos x = 1

(j) sin^6 x + cos^6 x + 3 sin^2 x cos^2 x = 1 (k) (sin x − csc x)^2 + (cos x − sec x)^2 = tan^2 x + cot^2 x − 1 (l) (sec x − tan x)^2 =^{1−sin x}_{1+sin x} (m) sec x csc x − 2 cos x csc x = tan x − cot x

2. Probar las siguientes identidades trigonométricas:

(a)^1_2 sin α sec^2(α/2) + cos α tan(α/2) − sin α = 0 (b)^{sin2(π/2−α)}

csc α sec α cot(π/2−α) = cos 2 α (c)^{cot α}

cot α−cot 3α + tan α tan α+tan 3α = 1

(d)^{1+sin α−cos α}

1+sin α+cos α = tan α 2 (e)^{cos 7α+cos 3α−cos 5α−cos α}

sin 7α−sin 3α−sin 5α+sin α = cot 2α

(f) sin 3α = 3 sin α − 4 sin^3 α (g) cos 3α = 4 cos^3 α − 3 cos α (h) (cos α/2 − sin α/2)^2 = 1 − sin α (i) csc 2θ − cot 2θ = tan θ (j)^{tan θ/2+cotθ/2} cot θ/2−tan θ/2 = sec θ

(k)^{sin 3θ}_{cos θ} +^{cos 3θ}_{sin θ} = 2 cot 2θ (l)^1_2 sin x sec^2 x/2 + cos x tan x/2 − sin x = 0

3. Calcular las siguientes expresiones:

(a) (sin π/6 + cos π/6)(sin π/3 − cos π/3) sec π/3 (b)^1_2 cos π/3 + 2 csc^2 π/6 (c) 3 tan^2 π/6 −^1_3 sin^2 π/2 −^1_2 csc^2 π/4 +^4_3 cos^2 π/6

4. Estudiar la función tal que f(x) = tan(|x| + π/4)∀x ∈ IR

(a) Indicar: Dominio, Recorrido, Paridad, asíntotas, Crecimiento, Ceros, Intersección con eje OY y gráfico.

5. Resolver la ecuación: tan(2x) + cot(x) = 8 cos^2(x)

6. Demostrar que arccos[^{b+a cos θ}_{a+b cos θ} ] = 2 arctan[ √_{a−b} a+b tan(θ/2)] siendo a, b ∈ IR tales que a > b ≥ 0 7. (a) Resolver la ecuación: cos(x) = 2tg(x) 1 + tg^2(x) (b) Se necesita conocer la altura de un árbol ubicado en la ladera de un cerro. Para esto, se ubican dos puntos A y B sobre la ladera, distantes entre sí una magnitud ”d” y colineales con la base C del árbol. Los ángulos de elevación desde A y B a la cúspide D del arbol son α y γ respectivamente y el ángulo de inclinación de la ladera es β. Calcular la altura CD = h en función de los datos α, β, γ y d.

8. Demostrar las siguientes identidades trigométricas:

(a)^1_2 sin α sec^2(α/2) + cos α tan(α/2) − sin α = 0

(b) sec α csc α − 2 cos α csc α = tan α − cot α

9. Demostrar que en todo triángulo de lados a, b y c y ángulos interiores respectivos α, β y γ se cumlple que:

(a) b cos γ − c cos β =^{b2−c2}_a (b) a^{2 sin(β−γ)}_{sin α} + b^{2 sin(γ−α)}_{sin β} + c^{2 sin(α−β)}_{sin γ} = 0

10. En una paralelógramo de perímetro 2p, la longitud de una de sus diagonales es d y el ángulo opuesto a ésta es α. Demostrar que el área de dicho paralelógramo es S =^1_2 (p^2 −d^2) tan(α/2)

11. Se desea conocer la distancia entre los puntos

B y C de la figura (que son inaccesibles) y sólo se cuenta con el punto A desde el cual son ambos visibles. Se han definido las bases DA y AE, de longitudes respectivas a y b. Desde D sólo son visibles B y A y dede E sólo pueden verse A y C.

i) Se pide, entonces, determinar la magnitud de BC en función de los datos α, β, γ, δ, ϵ, a y b ii) A partir del resultado obtenido en (i), determinar la magnitud de BC para el caso: α = δ = 60^∘; β = γ = ϵ = 30^∘; a = b = 100[m] 12. (a) Simplificar al máximo la expresión:

sec(^{3π}_2 + β) sin(2π + α) cos(^π_2 + β) cot(π + α) cot(^π_2 + β) cos(2π − β) sec(^{3π}_2 − β) + sec^2(^{3π}_2 + β) − tan^2(^π_2 + β) sin(π − α) tan(^π_2 − α)

(b) Sea α ∈ (π,^{3π}_2 ) tal que sin(α) = −^3_5 . Sin hacer uso de máquinas calculadoras, calcular sin(α/2), cos(α/2) y tan(α/2) (se recomienda ser precavido con los signos).

13. Demostrar las siguientes identidades condicionales:

(a) En todo triángulo cot α cot β + cot β cot γ + cot γ cot α = 1

Sugerencia: sin(α + β + θ) = sin π (b) Si γ = α + β, entonces: cos^2 α + cos^2 β + cos^2 γ − 2 cos α cos β cos γ = 1

14. Demuestre que si el triángulo ABC es rectángulo en C, entonces: sec(2β)+tan(2β) =^{a+b}_{a−b} 15. Sean las rectas de ecuaciones;

L1) x sec α + y csc α = a L2) x cos α − y sin α = a cos(2α) Si d_1 es la distancia del origen a la recta L_1 y D_2 la distancia del origen a L_2, demostrar que: 4d^2_1 + d^2 = a^2 16. Para calcular la altura h de la antena vertical

CD, se toma como base la recta AB de longitud AB = ℓ, contenida en el plano horizontal. Los ángulos formados por esta base y las visuales dirigidas desde A y B a la punta C de la antena son α y β respectivamente y la visual AC forma con la vertical un ángulo γ. Expresar la altura h de la antena en función de los datos ℓ, α, β y γ

6 Sucesiones

1. Considere la sucesión (S_n) definida por: S_n =^{2n−5}_{2n−7}

(a) Demostrar utilizando la definición que lim S_n = 1 (b) Determinar, para cada valor de ε ∈ IR^+ , que términos de la sucesión quedan en el intervalo [1 − ε, 1 + ε] y cuales quedan fuera.

2. Sea (S_n) una sucesión. Recordamos que S_n → ℓ ssi: (∀ε > 0)(∃n_0 ∈ IN)(∀n ≥ n_0) |S_n − ℓ| ≤ ε ¿ Que sucede con (S_n) si se sabe que: (∃n_0 ∈ IN)(∀ε > 0)(∀n ≥ n_0) |S_n − ℓ| ≤ ε? 3. Probar que si (u_k) es una sucesión entonces:

(a) (u_k) es una sucesión nula ⇔ (|u_k|) es una sucesión nula. (b) u_k → ℓ ⇒ |u_k| → |ℓ| (c) |u_k| → |ℓ| ⇏ u_k → ℓ (d) Si u_k ≥ 0 y converge, entonces: lim √ u_k = √ lim u_k

4. Sea (a_n) una sucesión convergente a ℓ y sea (b_n) una sucesión tal que (a_n + b_n) converge a 0.

Demuestre, haciendo uso de la definición, que (b_n) converge a (−ℓ).

5. Sea (a_n) una sucesión de números reales. Se dice que a_n → +∞ (a_n tiende a +∞), si se cumple la siguiente proposición:

(∀M > 0)(∃n_0 ∈ IN)(∀n ≥ n_0) a_n ≥ M

(a) Probar que: a_n → +∞ ⇒^1_{an} → 0 (¿ es válido el recíproco ?). (b) Probar que: a_n → +∞ y b_n → ℓ > 0 ⇒ a_nb_n → +∞ (c) Mostrar con ejemplos que si a_n → +∞ y b_n → 0, pueden tenerse los casos: a_nb_n → 0, a_nb_n → +∞ y a_nb_n → ℓ ≠ 0. ¿ Son posibles otros casos ?.

6. Calcular los siguientes límites (si existen):

i) lim^{n3−1}_{3n3+n−4} ii) lim{ √ n + √ n − √ n − √ n} iii) lim^{n sin n}_{1−(n+3)4} iv) lim^{2n−2 +3n−1}_{4n} v) lim n[ √ 1 +^1_n − 1] vi) lim(^{3n−1}_{2n+1} )^n vii) lim ∑_n k=1 1 n^2+k viii) lim ∑_n k=0(^1_{n+k} )^2 ix) lim ∑_n k=1 k^2 n^3

x) lim ∑_n k=1 1 k(k+1) xi) lim a^n+b a^n−n xii) lim(cos aπ) 2n 7. Sea (x_n) una sucesión real con la cual se define la sucesión (y_n) por:

y_n =^{x1+x2+···+xn}_n =^1_n^n ∑ k=1 x_k

(a) Probar que si (x_n) es una sucesión nula entonces (y_n) es también una sucesión nula. (b) Probar que si x_n → ℓ entonces y_n → ℓ 8. (a) Sea (u_n) una sucesión de números reales tal que ∃r ∈ [0, 1) y ∃n_0 ∈ IN de modo que: (∀n ≥ n_0) |u_{n+1}| ≤ r|u_n| Probar que u_n → 0.

(b) Si lim_{n→∞} |^{un+1}_{un} | = θ < 1, Demuestre que: lim u_n = 0

9. Calcular los siguientes limites (si es que existen):

(a) lim^n √ n^3 + n^2 + n (b) lim{^3 √ n + 1 −^3 √ n} (c) lim (_{2n−3} 3n+7 )_n (d) lim^{n√a+b}_n√_{a+} n^√_b

10. Sea la sucesión (u_n) definida por: u_1 = α + β, u_{n+1} = α + β −^{αβ}_{un} (∀n ∈ IN) con α > β > 0.

(a) Demuestre que u_n =^{αn+1−βn+1}_{αn−βn} , ∀n ∈ IN (b) Calcule lim u_n (c) Estudie el caso α = β > 0.

11. Estudiar y graficar la función f : IR → IR definida por: f(x) = lim_{n→∞} (_{x2n sin( πx} 2 )+x^2 1+x^{2n} )

12. Estudiar la sucesión (u_n) definida por: u_1 = 1, u_2 =^1_2 , u_{n+2} =^{un+1+un}_2 , ∀n ∈ IN 13. Calcular los siguientes límites (si es que existen):

lim^{n(−1)n}

1−(n+3)^4 lim (_{3n−1} 4n+1 )_n lim^n √ n + 1 lim^n √ a^{n+1} lim^{an}_{n!} lim^{n!}_{nn} lim(^n √ n + 1 −^n √ n) lim [_a n ]_n b lim^a_n [_n b ]

lim {_{x−n+y−n} 2 }_− 1_n

x > y > 0 lim n^3 ( (a +^1_{n3} )^4 − a^4 ) lim^{√n2−1−√n+1} √ n^2−1+ √ n+1 lim √ n^2 + n − n lim^n ∏ k=1 ( 1 −^1_{(k+1)2} ) lim^n √ a^n + b a > 1 ; a ≤ 1

14. Estudiar las siguientes sucesiones considerando los posibles valores de la constante a ∈ IR:

(a) a(−1)^n (b) √ a +^1_n (c)^{an−1}_{an+1} 15. (a) Calcular α, β ∈ IR tales que: lim (√ n^2 + n + 1 − (αn + β) ) = 0 (b) Si se sabe que lim n (√ n^2 + n + 1 − (αn + β) ) existe, se pide calcular su valor.

16. Probar que si (a_n) es una sucesión en IR tal que a_n ≥ 0 ∀n ∈ IN y^n ∑ k=1 a_k ≤ M ∀n ∈ IN con M fijo en IR, entonces s_n =^n ∑ k=1 a_k es convergente.

17. Considere la sucesión (u_n) definida por: u_1 = 1, u_{n+1} = √ 3u_n Probar que lim u_n existe y determinar dicho límite.

18. Se define la sucesión (s_n) como: s_1 = 4, s_{n+1} = 4 −^4_{sn} ∀n ∈ IN

Demostrar que (s_n) es decreciente y convergente. Determinar el límite de (s_n).

19. Se define la sucesión (s_n) como: s_1 = 1 s_{n+1} = √_{4+s2n} 2 Demuestre que se trata de una sucesión creciente y convergente. Determinar lim s_n.

20. Considere la sucesión definida por: u1 = 1 un+1 =^{1+2un}_{1+un}

Probar que (u_n) es monótona y acotada. Calcular su límite si es que existe. 21. Sea (a_n) una sucesión de términos reales positivos definida por:

a_1 = 3 a_{n+1} =^{3(1+an )}_{3+an} ∀n ∈ IN Verifique que (a_n) converge y calcule su límite.

22. Sean a, b ∈ IR^+. Se definen las sucesiones (x_n) e (y_n) por:

x_1 = a x_{n+1} = √ x_ny_n y_1 = b y_{n+1} =^{xn+yn}_2 Probar que se trata de sucesiones monótonas y que lim x_n = lim y_n.

23. Sea la sucesión x_1 = h, x_{n+1} = x^2_n + k ∀n ∈ IN en que 0 < k < 1/4 y a < h < b, siendo a y b las raices de x^2 − x + k = 0.

(a) Demuestre que (x_n) es convergente con a < x_{n+1} < x_n < b (b) Calcule su límite.

24. Demuestre que la sucesión (a_n) definida por:

a_n = 1 n + 1 + 1 n + 2 + · · · + 1 n + 2n = 2n∑ k=1 1 n + k es convergente.

25. Sea (x_n) una sucesión en IR. Probar que si las subsucesiones (x_{2n}), (x_{2n+1}) y (x_{3n}) son convergentes entonces (x_n) es convergente.

26. Sea u_n =^1_2 (1 + (−1)^n), ∀n ∈ IN. Probar que: lim^{u1+u2+···+un}_n =^1_2 27. Sea (s_n) una sucesión tal que |s_{n+1} − s_n| < q^n ∀n ∈ IN, donde 0 < q < 1.

Demostrar que (s_n) es una sucesión de Cauchy.

28. Sea (s_n) una sucesión tal que |s_{n+2} − s_{n+1}| < q|s_{n+1} − s_n| ∀n ∈ IN, donde 0 < q < 1.

Demostrar que (s_n) es una sucesión de Cauchy. 29. Sea (s_n) una sucesión tal que |s_{n+1} − s_n| ≤^1_{n(n+1)} ∀n ∈ IN,

Demostrar que (s_n) es una sucesión de Cauchy.

30. Probar que si (u_n) y (v_n) son sucesiones de Cauchy entonces (u_n + v_n) y (u_nv_n) son también sucesiones de Cauchy.

31. Estudiar la sucesión s_n =^n ∑ k=1 (−1)^k k 32. (a) Calcular lim

(_{3n+2}

3n+1 )_n (b) Use el teorema del Sandwich para probar que: lim(1 +^1_{2n2} )^{2n} = 1 (c) Calcular lim ( 1 +^1_{2n2}

)_{(n−1)}2

(Ind: Use (b)) 33. Calcular los siguientes límites (si es que existen):

lim(1 −^1_{n+1} )^{n+1} lim(1 −^1_n )^{−n} lim(1 +^1_{n+k} )^n lim(1 +^1_{2n+1} )^{2n+1} lim(1 +^1_{n+1} )^{5n} lim(1 +^1_{3n} )^n lim(1 +^5_{n2} )^{n2} lim { (^{1+n2}_{n2} )^{n+1} }_{n+2} lim(^{n2−1}_{n2−n−2} )^{n/2} lim(^{n+2}_{2n} )^{2n} 34. Probar que si (s_n) es una sucesión de términos positivos convergente a ℓ > 0, entonces la sucesión u_n definida por u_n =^n √ s_1s_2 · · · s_n también converge a ℓ.

35. Probar que si (a_n) es una sucesión de términos positivos, entonces se cumple que:

(a) lim^{an+1}_{an} = ℓ > 0 ⇒ lim^n √ a_n = ℓ (b) Calcular:

i) lim^{n√n!}_n ii) lim^1n^√_{n!} 36. Sea (x_n) la sucesión definida por:

x_1 = 1 x_2 = 2 x_{n+2} = √ x_{n+1}x_n ∀n ∈ IN Estudiar la sucesión encontrando su límite.

37. Sean (x_n) e (y_n) las sucesiones definidas por: xn =^n ∑ k=1 1 k − ln n y_n = x_n −^1_n Probar que (x_n) e (y_n) son convergentes y tienen igual límite.

38. Calcular los siguientes límites (si es que existen):

lim n sin(^a_n ) lim n(1 − cos(^a_n )) lim n^2(1 − cos(^a_n )) lim(cos(^a_n ))^n lim(cos(^a_n ))^{n2}