II. Synthése de 1’activité scientifique

Introduction : Ce document de synthese s’articule autour de ’analyse convexe, de I'analyse quasi-
convexe et des applications en optimisation. Dans le premier domaine on aborde les themes de la
continuité, de la différentiabilité et des critéres de coincidence pour les fonctions convexes, puis la con-
vexification des fonctions semi-continues inférieurement. Pour 1’étude des fonctions quasi-convexes deux
approches sont adoptées: une approche analytique, via un sous-différentiel généralisé, et une approche
géométrique, basée sur les normales aux tranches. La derniere partie est consacrée a des applications a
I'intégration d’opérateurs multivoques, aux inéquations variationnelles et & des problemes d’optimisation
multi-criteres en dimension finie et infinie. Parmi les nouveautés de ce travail, on trouve la notion
de monotonie fortement cyclique, qui caractérise le sous-différentiel d’une fonction convexe dont la re-
striction a son domaine est continue, la quasi-monotonie cyclique, qui est une propriété intrinseque du
sous-différentiel d’une fonction quasi-convexe, et la notion de quasi-monotonie propre, qui caractérise
les opérateurs pour lesquels 'inéquation variationnelle associée a toujours des solutions sur toute sous-
partie convexe et faiblement compacte de leur domaine. Notons encore une nouvelle caractérisation de la
propriété de Radon-Nikodym, et une extension & la dimension infinie d’un résultat de Janin concernant
I’intégration d’un opérateur maximal cycliquement sous-monotone, résultat qui généralise le théoreme
classique de Rockafellar pour les opérateurs maximaux cycliquement monotones.

Analyse convexe

Le theme principal de cette section est I’étude des propriétés des fonctions convexes. Les travaux
effectués dans ce domaine se décomposent en quatre parties:

- une étude de classification des propriétés de continuité des fonctions convexes s.c.i.,

- une nouvelle caractérisation de la propriété de Radon-Nikodym en relation avec la différentiabilité au
sens de Gateaux,

- une étude de criteres de coincidence de deux fonctions convexes s.c.i.,

- une étude sur la convexification des fonctions s.c.i. basée sur le sous-différentiel de Fenchel-Moreau.

Continuité des fonctions convexes

Dans certains problémes d’optimisation on doit souvent considérer des fonctions qui prennent leurs
valeurs dans ’espace R= R U {+occ0}. On considére dans la suite que R est muni de la topologie étendue
de R, i.e. la topologie engendrée par les ouverts habituels de R et les parties de la forme (a,+o0], ol
acR

Soit X un espace de Banach et f : X — RU{+o0} une fonction convexe, semi-continue inférieurement
(s.c.i.). Notons domf 'ensemble {z € X : f(z) < +o0}. Il est bien connu ([50, page 37]) que

f est continue en z si et seulement si z € intdom f. (1)
On peut également ajouter a cette équivalence 1’assertion suivante :
Of est localement borné (2)

[Rappelons ici ([52] e.g.) que pour tout z € domf, le sous-différentiel au sens de Fenchel-Moreau 9f est
défini par:
Of(z) ={z" € X" : f(y) > f(z) + (=", y —z),Vy € X}] (3)



Tl suit de (1) que f est discontinue en 2 € domf, si et seulement si € domf \intdomf. En particulier,
f est discontinue en tout point, lorsque intdomf = ().

Citons trois exemples - typiques de notre étude - ou cela est le cas:

e f est la fonction indicatrice d’une partie convexe, fermée et d’intérieur vide.

e f est le résultat d’un prolongement (en ajoutant la valeur +00) d’une fonction g convexe continue
& un plus grand espace sur lequel intdomg = @) (ceci est une opération standard en optimisation).

e f est la norme || - ||; sur I'espace de Hilbert ¢?(N).

Dans les deux premiers exemples, on note que la discontinuité de la fonction f n’est pas un défaut
intrinseque, mais elle est due a la valeur +o0o que 'on a imposée en dehors de son domaine. Par contre,
dans le troisieme exemple, la discontinuité a des raisons bien plus profondes: on remarque aisément qu’au
voisinage de chaque point z € domf la fonction a des valeurs a la fois finies et arbitrairement grandes.
Comment alors distinguer ces deux différents types de discontinuité ?

Commencons par une simple remarque: la restriction f |qom ; de la fonction f & son domaine ne
prend que des valeurs réelles. Dans les deux premiers exemples cette restriction est continue, alors que
dans le troisieme elle est discontinue en tout point. Pour répondre donc a la question ci-dessus, il suffit
de trouver un moyen de concrétiser cette information.

Dans cette partie, on propose une réponse compléte basée sur une approche duale. Avant de donner
les détails, rappelons d’abord une propriété liée au sous-différentiel, la monotonie cyclique ([53]):

Un opérateur T : X =% X* est dit cycliquement monotone, si pour tout n € N\{0}, tous zg,x1,..., 2,
dans X et tous z§ € T'(z0), 27 € T(x1) ,....x% € T'(zy) on a:

n

Y (@ i — @) <0. (4)

i=0

(Ofl Tp41 = CU()).

Cette propriété fondamentale caractérise, parmi les opérateurs monotones, ceux qui sont inclus dans
le sous-différentiel d’une fonction convexe s.c.i. Dans [22], on introduit une variante de la monotonie
cyclique, appelée “monotonie o—cyclique”, ou les sommes finies sont remplacées par des sommes de
séries :

Un opérateur T : X =3 X* est dit o-cycliquement monotone en g, si pour toute suite {z,}1%% de X

satisfaisant lim z,, = z¢ et pour tous z} € T'(z;) (i =0,1,2,...) on a:
n— o0

lim SUPZ (7, zip1 —2:) <0 (5)

n—+oo i—0

On peut montrer que (5) est vérifié pour tout opérateur monotone dans R ainsi que pour tout sous-
différentiel localement borné, ce qui n’est évidemment pas le cas du sous-différentiel d’une fonction ayant
des discontinuités. En effet, dans [10], on montre que la monotonie o-cyclique en zy caractérise le sous-
différentiel d’une fonction convexe, s.c.i., dont la restriction a son domaine de sous-différentiabilité est
continue en xg.

Une propriété plus restrictive, adaptée a la continuité de la restriction au domaine, est aussi introduite :
Un opérateur T : X =3 X* est dit fortement cycliquement monotone en g, si pour tout € > 0 il

existe § > 0 tel que pour tout 1 € domT N B(z,d), pour toute suite {z;}1% de dom T satisfaisant

) lirfrl x; = To, et pour toute suite {x}};>1 de X* satisfaisant ] € T'(x;) pour tout ¢ > 1, on a:
1—>+00 -

lim sup Z (2}, i1 —x5) < €. (6)

n——+oo i—1



Le schéma suivant résume les résultats de notre étude (f désigne une fonction convexe s.c.i. et 9f
son sous-différentiel, et 'on dit qu’un opérateur T est localement borné sur une partie D si tout point de
D a un voisinage sur lequel T est borné):

Of localement borné sur domf <= f continue
U U

Of fort. cycliquement monotone <= f|gom s continue
4 4

Of o-cycliquement monotone <= flqom oy continue

Notons que toute implication non affichée ci-dessus est en général fausse.

Différentiabilité des fonctions convexes et propriété de Radon-Nikodym

On dit qu’un espace de Banach X est de Radon-Nikodym, si toute mesure vectorielle m : B — X de
variation bornée et absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue A, peut étre représentée
comme une intégrale (au sens de Bochner) d’une fonction g := [22] € L'([0,1],X); (B désigne la tribu
borélienne de [0, 1]). D’apres les travaux classiques de Rieffel, Phelps, Stegall et d’autres (voir [50, Chap. 5]
e.g.) cette propriété sur un espace dual se trouve étroitement liée a la différentiabilité au sens de Fréchet

des fonctions convexes continues sur le prédual. Plus précisément on a:
X est un espace d’Asplund <= X* est un espace de Radon-Nikodym (7)

[Rappelons que X est un espace d’Asplund, si toute fonction convexe continue sur un ouvert de X est
Fréchet différentiable sur une partie Gs-dense de son domaine.]

Réciproquement, la caractérisation des espaces de Radon-Nikodym par la Fréchet-différentiabilité
générique des fonctions w*-s.c.i. convexes continues sur le dual, a été montrée par J. Collier dans [17]:

X est de Radon-Nikodym <= X* est préfaiblement Asplund. (8)

Ici le terme “préfaiblement Asplund” signifie que toute fonction w*-s.c.i. convexe continue sur X* est
Fréchet-différentiable dans une partie G5 dense de son domaine.

Dans [7], on donne une nouvelle caractérisation des espaces de Radon-Nikodym :

X est de Radon-Nikodym si et seulement si toute fonction w*-s.c.i. convexe continue sur I’espace dual
X* est Gateaux-différentiable en un certain point, sa Gateaux-dérivée étant dans le prédual X.

Puisque les Fréchet-dérivées des fonctions w*-s.c.i. sont toujours dans le prédual ([3, Proposition 2.1]),
lintérét du résultat montré est de remplacer “Fréchet” par “Gateaux” et de passer de la différentiabilité
générique a la différentiabilité en un point. D’autre part, si ’espace X n’est pas de Radon-Nikodym, alors
il peut étre possible d’avoir une fonction w*-s.c.i. convexe continue sur X* qui est nulle part Fréchet-
différentiable, mais qui a des points de Gateaux-différentiabilité et des Gateaux dérivées dans le prédual
X. En effet, on construit une fonction f w*-s.c.i. convexe continue sur co(N)* = ¢*(N), nulle part Fréchet
différentiable mais Gateaux-différentiable en tout point d’un ensemble dense dans ¢!(N), avec dérivées
dans le prédual ¢o(N).

Critéres de coincidence de fonctions convexes

Dans ce paragraphe, on s’intéresse aux questions suivantes :

e Une fonction convexe s.c.i. est-elle déterminée d’une manieére unique a partir de ses valeurs sur une
partie dense ?

e Si f est une fonction s.c.i., si domf est une partie convexe et si f est non-vide sur une partie dense
de domf, peut-t-on conclure que f est convexe ?



Concernant la premiére conjecture, on montre dans [12] qu’en dimension infinie la réponse est négative.
En particulier, il est méme possible d’avoir deux fonctions distinctes f; et fo convexes, s.c.i., et posi-
tivement homogenes, qui prennent les mémes valeurs sur une partie dense de X et qui satisfont f; < fo
en tout point (notons ici que ce méme exemple montre que la réponse a la deuxieme question est aussi
négative).

On étudie ensuite la classe G;(X) des fonctions convexes s.c.i. g pour lesquelles il n’existe aucune
fonction majorante (différente de g) s.c.i. qui coincide avec g sur une partie dense de domg. On obtient
alors le résultat suivant :

Pour toute fonction convexe s.c.i. g, de domaine dense dans X, on a
g € G1(X) <= domg = X.

A partir de la deuxiéme conjecture, une question bien plus pertinente se pose: si g est une fonction
convexe et s.c.i. et si f est une fonction s.c.i. telle que f** = g et que dom(9f) est dense dans domg,
est-il vrai que f = g7

Pour aborder cette question, notons G»(X) la classe des fonctions g pour lesquelles la conclusion ci-
dessus est vraie. Il s’ensuit que G»(X) contient strictement la classe G; (X). Pour cette nouvelle classe
on obtient alors le résultat suivant :

Pour toute fonction convexe s.c.i. et positivement homogene g avec domg dense dans X, on a:

g € Go(X) <= domg = X.

Etude de la convexification d’une fonction s.c.i.

Il est bien connu ([53], [55] e.g.) qu’une fonction s.c.i. est convexe si (et seulement si) son sous-
différentiel de Fenchel-Moreau est un opérateur maximal cycliquement monotone. (Il est clair que
I’hypotheése de maximalité est essentielle, puisque le sous-différentiel au sens de Fenchel-Moreau d’une
fonction quelconque est toujours cycliquement monotone.)

Dans [8], on démontre qu’en dimension finie, si ’hypothése de maximalité du sous-différentiel est
remplacée par le fait que ses valeurs sont non vides sur un ensemble dense de ’espace, on peut toujours
conclure que la fonction est convexe (et partout définie). Notons que ce résultat n’est plus vrai en
dimension infinie (voir aussi le paragraphe précédent), sauf si le sous-différentiel possede une sélection
localement bornée dans son domaine.

On s’intéresse ensuite au résultat classique de Rockafellar ([53]) qui affirme que tout opérateur maximal
cycliquement monotone est en fait le sous-différentiel d’une fonction convexe s.c.i. (unique & une constante
pres). Pour ce faire, Rockafellar a introduit un processus d’intégration pour les opérateurs multivoques
cycliquement monotones. Rappelons ici ce processus:

Etant donné T : X = X* et x € domT, la fonction fr définie ci-dessous est propre (lorsque I'opérateur
est cycliquement monotone) convexe s.c.i. et elle satisfait T'(z) C df(x) pour tout z € X :

fr(x) = sup {i(wl‘:wiﬂ — ;) + (T, T — Cﬂn)} (9)

=0

ou le supremum est pris sur tout n > 1, tous x1,2s,...,z, dans domT et tous zf € T(zo),z} €
T(x1),...,x% € T(zp).

Rappelons maintenant que le sous-différentiel 9f (au sens de Fenchel et Moreau) d’une fonction f s.c.i.
(non nécessairement, convexe) est toujours un opérateur cycliquement monotone (mais éventuellement &
valeurs vides partout). Cependant, dans le cas ou la fonction f (ou une perturbation linéaire d’icelle) a
un minimiseur global, la partie dom(9f) n’est pas vide et on peut alors considérer la fonction convexe
sci f= fay, définie par (9) pour T = 9f. Il s’ensuit que f est un minorant de f, donc elle minore I’
enveloppe convexe s.c.i. f** de f ([36, page 218] e.g.).



Une question naturelle alors se pose:
Quand les fonctions f et f** sont-elles égales?

Le résultat classique de Rockafellar ([53]) affirme que cela est le cas, si la fonction f est elle-méme convexe
et s.c.i. car on aura alors f = f = f**. D’autre part, un exemple relativement simple dans R? (voir [11])
montre qu’'une telle conclusion — bien que toujours vraie en dimension 1 — est en général fausse si f n’est
pas convexe.
Dans [8], on démontre que f = f**, pourvu que f soit I-coercive (ou super-coercive, selon certains
auteurs), i.e.
x
(@) = +o0. (10)
lzll—o0 [||
Ce résultat a été généralisée dans [11] pour la classe des fonctions epi-pointées, i.e. des fonctions
satisfaisant intdom f* # ), ou f* désigne la conjuguée de f.

Analyse quasi-convexe

Le theme de recherche dans cette section est I’analyse quasi-convexe, c’est-a-dire la convexité et la
monotonie généralisées et leurs applications en optimisation. Dans cette partie on trouve:

- une étude dans le cadre de ’analyse non-lisse, c’est-a-dire faisant appel & des notions de sous-différentiel
généralisé,

- une étude géométrique, avec la notion de “normales aux tranches”.

Approche analytique : sous-différentiel généralisé

La convexité généralisée est étroitement liée & I’économie mathématique. La quasi-convexité, souvent
méme stricte ou semi-stricte, est une hypothése standard sur ('opposé de) la fonction d’utilité dans les
modeles micro-économiques. Cette propriété décrit plus ou moins correctement le comportement des
consommateurs (voir [1] e.g.). Rappelons ici qu’une fonction f : X — RU {400} est dite quasi-convexe,
si pour tout A € R, la partie Sy(X) := {2 € X : f(z) < A} est convexe.

Une autre notion importante en économie mathématique est la fonction de demande, qui correspond &
la dérivée f’ (si elle existe) de la fonction d’utilité f. L’opposée g d’une telle fonction est quasi-monotone
([1] e.g.), i-e. elle satisfait la relation suivante, pour tous z1,zs € X :

(9(z1), 22 — 1) > 0= (g(z2), 72 — 1) > 0. (11)

Notons tout d’abord que cette notion peut étre étendue d’une maniére naturelle aux applications (i.e.
opérateurs) multivoques 7' : X = X * de la fagon suivante ([42]) : pour tous z1,x2 € X et tous z] € T'(z1),
x5 € T(x2):

(], 22 —21) > 0 = (25,22 — 1) > 0. (12)

(Dans [31] une autre maniere de définir la quasi-monotonie avait été introduite pour la classe des
opérateurs multivoques qui proviennent d’un sous-différentiel. L’équivalence de ces deux définitions a
été établie dans [48].)

Une notion plus restrictive est la pseudo-monotonie (au sens de Karamardian [39]) : pour tous z1,z €
X et tous o} € T(x1), x5 € T(x2):

(x],22 —x1) > 0= (25,25 — x1) > 0. (13)



Cette derniere notion a été utilisée dans des problemes de complémentarité, d’équilibre ou d’inéquations
variationnelles ([39], [54], [35] e.g.).

Dans les années 80-90, avec les développements de l’analyse non-lisse, plusieurs notions de sous-
différentiel généralisé ont été proposées pour pallier "absence de différentiabilité dans le cas des fonctions
non régulieres (c’est-a-dire, non différentiables, voire méme non continues). Ensuite, et pendant quelques
années, plusieurs auteurs ([42], [48], [47], [45] e.g.) se sont intéressés & établir une correspondance entre
la convexité généralisée et la monotonie généralisée dans ce cadre non-lisse. Il a été alors établi que, si f
est une fonction s.c.i. et 0*f un sous-différentiel abstrait satisfaisant le théoreme de la valeur moyenne
approchée ([4], [46] e.g.), alors:

f est quasi-convexe <= 0" f est quasi-monotone. (14)
Si I’on suppose aussi que f est continue, alors:
f est pseudo-convexe <= 9" f est pseudo-monotone. (15)

Les deux principaux piliers de ’analyse quasi-convexe, la convexité généralisée et 1a monotonie généralisée,
apres avoir suivi un développement indépendant, se sont trouvés désormais étroitement liés par "analyse
non lisse.

(i) Caractérisation de la stricte (resp. semi-stricte) quasi-convexité

L’objectif de ce paragraphe est d’élargir la correspondance non lisse mentionnée ci-dessus et de car-
actériser aussi des sous-classes de fonctions quasi-convexes: concrétement, dans [25], on caractérise les
fonctions localement lipschitziennes f qui sont semi-strictement (resp. strictement) quasi-convexes par
la semi-stricte (resp. stricte) quasi-monotonie de leur sous-différentiel de Clarke 9°f ([16]). On obtient
alors le diagramme suivant :

f strict. quasi-convexe = 0°f strict. quasi-monotone
U U
f semi-strict. quasi-convexe <= 0°f semi-strict. quasi-monotone
4 4
f quasi-convexe = 0°f quasi-monotone

Apres la publication de Darticle [25], on s’est apercu que la définition de la semi-stricte (resp. stricte)
quasi-monotonie d’un opérateur multivoque avait antérieurement été introduite par D.T. Luc dans [43].
Dans le méme travail on trouve d’ailleurs certaines des implications mentionnées ci-haut, ainsi qu’une
caractérisation de la semi-stricte (resp. stricte) quasi-convexité dans le cas de dimension 1. Bien attendu
cette référence aurait figurée dans [25] si on en avait eu connaissance.

(ii) Dualité entre convexité et monotonie généralisées et notion de cyclicité

Les équivalences exprimées en (14) et (15) tirent leurs racines du résultat classique suivant ([18]):
si f est une fonction s.c.i. et 0*f est un sous-différentiel abstrait qui satisfait le théoréeme de la valeur
moyenne approchée, alors:

f est convexe <= 9" f est monotone. (16)

Il s’ensuit que 0* f sera égal & df, le sous-différentiel de Fenchel-Moreau de I’analyse convexe. De ce fait,
on peut également ajouter a (16) une assertion équivalente :

0" f est cycliquement monotone. (17)
Une question naturelle alors se pose:

Existe-il une notion analogue en convexité généralisée 7



L’objectif des travaux [26] et [28] est d’introduire des notions de quasi-monotonie (respectivement,
pseudo-monotonie) cyclique et d’établir qu’elles sont vérifiées par tout sous-différentiel 5* f d’une fonction
f s.c.i. et quasi-convexe (respectivement, continue et pseudo-convexe).

Présentons alors ces définitions (voir (4) pour la définition d’un opérateur cycliquement monotone).

e Un opérateur T' : X =% X* est dit cycliquement quasi-monotone, si pour tout n > 1 et tous
T1,To, ..., 2, € X, il existe i € {1,2,...,n} tel que:

(x7, i1 — ) < 0,Va; € T'(x;) (18)

(Ofl Tnp+l = 561).

e Un opérateur T' : X = X* est dit cycliqguement pseudo-monotone, si pour tout n > 1, tous
T1,%2,...,%n € X et tous zf € T (x;),1=1,2,...,n0n a:

Vie {1727 sy T — 1}7 <$:a$i+1 - xl) Z 0= (x:w-rl - -Tn> S 0. (19)

A partir de ces définitions, il est facile a vérifier les implications suivantes :

monotonie cyclique - monotonie
4 4
pseudo-monotonie cyclique = pseudo-monotonie
U U

quasi-monotonie cyclique = quasi-monotonie

Ensuite, on renforce les caractérisations (14) et (15) comme suit :
e pour toute fonction s.c.i.

f est quasi-convexe <= 9" f est cycliquement quasi-monotone

e pour toute fonction continue :

f est pseudo-convexe <= 0* f est cycliquement pseudo-monotone.

Cependant, il faut souligner que la cyclicité est une propriété étroitement liée aux sous-différentiels :
la monotonie seule (et méme la forte monotonie), n’entraine pas forcément la quasi-monotonie cyclique.

La quasi-monotonie et la pseudo-monotonie cycliques sont des notions qui apparaissent également en
économie mathématique. En particulier, pour une fonction de demande, la quasi-monotonie cyclique est
un prérequis pour la construction de la fonction d’utilité.

(#3) Sous-différentiel adapté d analyse quasi-convexe
Rappelons d’abord certaines propriétés du sous-différentiel de Fenchel-Moreau (le sous-différentiel de
l’analyse convexe):

e Pour toute fonction f, 0f est cycliquement monotone.
e Si f est continue et domf est convexe, alors:

f est convexe <= dom(0f) est dense dans domf.

e Si f est convexe, alors pour tout sous-différentiel abstrait 0* satisfaisant le théoréme de la valeur
moyenne approchée, on a

o f = 8f. (20)



Quel serait alors I’analogue en analyse quasi-convexe ?

Dans [29], on a proposé la notion suivante: a partir d’un sous-différentiel abstrait 0* (par exemple,
Dini, Clarke-Rockafellar etc) on définit le sous-différentiel “quasi-convexe” 99 f : X = X* d’une fonction
s.ci. fen z € domf comme suit:

v [ TI@NN @), s NE (@) #{0)
O ( )_{ 0, si N (2) = {0}, (21)
ou
Ny (x) ={z" € X*: (z",y —x) <0,Vy € S (f(x))} (22)
et
NF () = {a* € X* oy — ) < 0,Yy € S5 (f(@)). (23)

Ici Sy (f(x)) (resp. Sf< (f(z))) désigne le sous-niveau (resp. sous-niveau strict) de la fonction f.
On montre ensuite que 07 possede simultanément les trois propriétés recherchées:

e Pour toute fonction f, 07f est cycliquement quasi-monotone.

e Si f est continue et domf est convexe, alors:

f est quasi-convexe <= dom(97f) est dense dans domf.

e Si f est convexe, alors

01f =0f.

On établit ensuite des regles de calcul adaptées a I'analyse quasi-convexe.

Approche géométrique: la normale aux tranches

La notion de céne normal aux tranches de la fonction (voir (22)) a été utilisée a plusieurs reprises
dans I’étude des conditions d’optimalité des fonctions quasi-convexes, et s’est révélée tres fructueuse dans
les problemes de minimisation de fonctions quasi-convexes ([13], [20] e.g.).

Cependant, on peut facilement voir que, indifféremment de la fonction choisie, I'opérateur Ny est
toujours cycliquement quasi-monotone et par conséquent, il ne peut pas servir pour une caractérisation
des fonctions quasi-convexes — role toujours considéré comme important pour un sous-différentiel.

Dans [5], on propose une variante Ny de la notion initiale, que I'on appelle “la normale aux tranches” et
qui remédie & cet inconvénient. En effet, les résultats obtenus dans [5] et [6] montrent qu’une classification
est alors possible, et que de plus, en adoptant cette démarche on peut obtenir des résultats bien plus
pertinents. (On peut - & posteriori - justifier cela en évoquant le caractére géométrique de la normale,
qui exploite directement la convexité des tranches d’une fonction quasi-convexe).

La notion de normale proposée consiste & considérer d’abord le cone tangent de la tranche, et de
prendre ensuite le cone normal (i.e. le cone polaire) du cone tangent. Cela n’entraine aucune modification
sur Ny, si f est une fonction quasi-convexe, ce qui signifie en particulier que tout résultat établi dans
les travaux cités reste valable. D’autre part, la nouvelle notion s’avere efficace pour filtrer la convexité
généralisée. Elle permet, en fait, une caractérisation géométrique des principales classes de fonctions
quasi-convexes continues en terme de monotonie généralisée:

f str. quasi-convexe <~ N str. quasi-monotone
Y Y
f semi-str. quasi-convexe <= N} semi-str. quasi-monotone
Y Y
f quasi-convexe = N} quasi-monotone



On souligne en particulier que les caractérisations ci-dessus sont d’une nature différente et ne peuvent
pas étre déduites des résultats évoqués dans les paragraphes précédents. D’ailleurs, elle sont établies pour
la classe des fonctions continues (et non pas seulement pour les fonctions localement lipschitziennes).

Dans [6], on s’intéresse aussi au probleme d’intégration de la normale, i.e. déterminer, parmi les
fonctions d’une certaine classe C, celles qui ont le méme opérateur normal.

Notre résultat est le suivant:

Soit C la classe des fonctions quasi-convexes continues telles que:
(i) tout minimum local est global et
(ii) 'ensemble arg min f est toujours inclus dans un hyperplan fermé.

Alors, pour f,g € C on a:

Ny =N, < f est (N, \ {0})-pseudo-convexe.

Applications aux inéquations variationnelles

Dans cette section, on s’intéresse au probleme d’inéquation variationnelle PIV(7T, K') d’un opérateur
multivoque T : X =% X* sur une partie convexe fermée et non-vide K telle que K C domT'. Cela consiste
& trouver un z € K tel que pour tout y € K, il existe z* € T'(x)

(z*,y —z) > 0. (24)

Ce probleme a été introduit par Stampacchia (voir [40]) & partir d’un probléeme d’E.D.P. Des théoremes
d’existence dans le cas d’un opérateur (univoque) continu, puis monotone et hémi-continu, puis pseu-
domonotone (au sens de Brézis [15]) ont été établis ([40], [34] e.g.).

Cependant, PIV(T, K) présente aussi un intérét en optimisation; on reconnait aisément que (24)
forme une condition nécessaire d’optimalité lorsque T est le sous-différentiel une fonction-objectif. II est
alors naturel de s’intéresser aux théoremes d’existence quand 7' a une propriété de monotonie généralisée.

Conditions de coercivité optimales

On avait vu dans la section précédente que la pseudo-monotonie (au sens de Karamardian) caractérise
les sous-différentiels des fonctions continues pseudo-convexes. De plus, dans le cas ou T' = 0* f, avec f
pseudo-convexe, la condition (24) est non seulement nécessaire mais aussi suffisante pour que le probleme
de minimisation de f ait une solution. Cela justifie I'intérét d’étudier PIV(T, K') pour un opérateur T'
multivoque et pseudomonotone au sens de Karamardian (voir [35], [54], [59], [19]).

Dans [27], on considére ce probléeme sur des parties non bornées. L’hypothese classique faite sur
lopérateur, afin d’obtenir des résultats d’existence, est alors une condition de coercivité. Le théoreme
principal de [27] montre que, pour les opérateurs pseudomonotones et semi-continus supérieurement sur un
espace réflexif, trois des conditions de coercivité récemment utilisées dans la littérature sont équivalentes
Pexistence d’une solution du probleme PIV(T, K). Dans ce cadre, ces trois conditions, alors équivalentes,
sont optimales pour établir 'existence de solutions. Un résultat récent de Crouzeix [19] en dimension
finie se trouve ainsi généralisé et complété.



Quasi-monotonie propre et probléme associé

Une méthode standard pour résoudre le probleme (24) est de résoudre d’abord un probléme associé
([44]). Ce dernier (noté par PIVA(T, K)) consiste a trouver un z € K tel que, pour tout y € K, et tout
y* € T(y) on ait:

(y*,y —z) > 0. (25)

En effet, si I’on établit I’existence d’une telle solution, une conséquence immédiate sera l’existence de so-
lutions du PIV(T, K), pourvu que 'opérateur T soit radialement semi-continu supérieurement, hypothese
habituelle dans toutes les applications.

Notre principale contribution dans cette théorie a été la définition de la notion de quasimonotonie
propre (voir [26], [28]):

e Un opérateur T': X =% X* est dit proprement quasi-monotone si, pour tous zi,z2,...,z, € X et
tout y = S0 Nimg, ou Y A =1et \; >0, il existe i € {1,2,...,n} tel que:

Vai € T(z;) : (z],y — ;) <0. (26)

Cette nouvelle notion se situe entre la pseudo-monotonie (ou la quasi-monotonie cyclique) et la quasi-
monotonie, comme le révele le tableau suivant :

pseudo-monotonie

U

quasi-monotonie cyclique —> quasi-monotonie propre

U

quasi-monotonie

Toutes les implications ci-dessus sont strictes. Cependant, si T = 9*f est quasi-monotone, alors T
est aussi proprement quasi-monotone (voir [28]).

On a montré dans [26], [28] que, si T est proprement quasimonotone, alors (25) a au moins une solution
sur toute partie K faiblement compacte, convexe et non vide (notons qu’aucune hypothese de continuité
n’a été faite sur 7'). Récemment R. John [38] a complété ce résultat en montrant que la réciproque est
vraie: si un opérateur T est tel que, pour toute partie compacte, convexe, non vide, (25) a toujours une
solution, alors 'opérateur est proprement quasimonotone :

T est proprement PIVA(T, K) a des solutions,
quasi-monotone VK # (), convexe, w-compacte.

La quasi-monotonie propre est donc une hypothéese minimale sur ’opérateur pour assurer ’existence
de solutions du probléme associé. Dans de nombreuses applications des inéquations variationnelles (&
la mécanique, physique etc), 'opérateur est supposé maximal monotone (en particulier égal au sous-
différentiel d’une fonction convexe). En fait, d’aprés nos résultats, I’existence des solutions du probleme
associé est assurée lorsque ’opérateur est proprement quasimonotone (ce qui est le cas pour les sous-
différentiels des fonctions quasiconvexes).

Inéquations variationnelles vectorielles

Dans [24], on s’intéresse aux inéquations variationnelles vectorielles qui sont notamment liés a 'optimi-
sation multicritere. On obtient des théoremes d’existence en dimension infinie. On donne aussi un contre-
exemple qui révele une erreur dans les résultats principaux de trois articles publiés entre 1990 et 1994.
La preuve du théoreéme principal est basée sur I'existence de “points internes” (inner points) qui est une
hypothese faible (en particulier satisfaite pour un espace séparable).
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Intégration d’opérateurs multivoques

Intégrer un opérateur 7' : X — X*, c’est-a-dire trouver une fonction dérivable f telle que T' = f’, a
attiré beaucoup d’attention. Lorsque l'opérateur T est multivoque, cette question devient: trouver une
fonction f telle que T' C 0* f, pour une certaine notion de sous-différentiel 0* ([57] e.g.). Ce probleme a
été entierement résolu par Rockafellar ([53]) dans le cas ou la fonction f est convexe et 9* = 9 est le sous-
différentiel de Fenchel-Moreau de ’analyse convexe. Plus précisement, il a été établi que la monotonie
cyclique maximale est une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur T : X = X* puisse
s’écrire sous la forme T = Of.

Notons que la méthode développée dans [53] fait appel au caracteére global du sous-différentiel @ - voir
aussi sa définition dans (3). Le grand avantage et une particularité caractéristique de l’analyse convexe
est le fait qu’une telle approche reste toute de méme équivalente & des approches locales (voir aussi (20)
par exemple). Notons ainsi que dans [14, Corollary 2.1], on trouve une autre méthode pour retrouver le
résultat de Rockafellar.

Dans ce document, les travaux effectués sur ce sujet se répartissent en deux directions:
- une méthode a caractere global, proche de ’analyse quasi-convexe

- une méthode analytique, dans ’esprit de ’analyse non-lisse.

Intégration via le sous-différentiel inférieur

Dans [8] on a travaillé avec le sous-différentiel inférieur < introduit par F. Plastria dans [51], qui
est une adaptation au cas quasi-convexe du sous-différentiel de Fenchel-Moreau. On a montré qu’une
fonction quasi-convexe lipschitzienne f est caractérisée par l’existence d’une sélection bornée pour son
sous-différentiel inférieur < f dans un domaine dense.

Par ailleurs, on a considéré une classe d’opérateurs (notée R(zg) ol xo est un point fixé) qui est
strictement plus grande que la classe d’opérateurs cycliquement monotones. Si un opérateur T satisfait
R(z) pour tout x € domT, alors T est monotone. D’autre part, on a montré qu’un opérateur T' satisfait
(R(z0)) en un point xg € domT si, et seulement si, il existe une fonction quasi-convexe hy (avec Ohr(xo) #
0) telle que T(z) C Ohr(zg) et T'(x) C d<hy(z), pour tout z € X.

Sous-monotonie cyclique et intégration

La propriété de sous-monotonie a été introduite par Spingarn [56] pour caractériser le sous-différentiel
de Clarke d’une fonction “sous-C'”. On rappelle qu'une fonction f : U — R est dite sous-C! (ot U est
une partie ouverte de R™), s’il existe une partie compacte S et une fonction continue F : U x S — R,
telle que la dérivée V. F (existe et) est continue sur U X S et que pour tout € U on ait:

f(z) = max F(z,s). (27)
seS
Cette classe contient a la fois les fonctions convexes continues et les fonctions contintiment dérivables. En-
suite Janin ([37]) a montré qu’en dimension finie, le sous-différentiel de Clarke 0° f d’une fonction f définie
par (27) a une propriété bien plus forte, la sous-monotonie cyclique maximale, et que réciproquement,
pour un tel opérateur 7' il existe toujours une fonction unique (& une constante pres) sous-C! f telle que
T=0°f.

Dans [23], on généralise le résultat de Janin [37] en dimension infinie. Cela nous conduit & étudier la
classe des fonctions sous-lisses (subsmooth), i.e. les fonctions localement lipchitziennes dont le sous-
différentiel de Clarke est cycliquement sous-monotone. Pour de telles fonctions, le sous-différentiel
de Clarke coincide avec celui de Hadamard (donc la fonction est réguliere) et, par conséquent, est
génériquement un singleton. D’apres des résultats récents de Borwein et Wang sur la taille du sous-
différentiel de Clarke (voir [58] e.g.), on conclut aisément que I’ensemble des fonctions sous-lisses est
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maigre dans I'espace des fonctions localement lipchitziennes. Cependant cette classe contient toute fonc-
tion convexe continue et toute fonction contintment différentiable. Le résultat classique de Rockafellar
pour les opérateurs maximaux cycliquement monotones et les fonctions convexes s.c.i. trouve son analogue
pour les fonctions localement lipschitziennes.

Optimisation multi-critere

Cette section comporte :

- une étude sur la connexité de l’ensemble des points Pareto-optimaux d’un probléme multi-critere (de
dimension finie),

- une étude sur les théoremes de densité en optimisation vectorielle.

Etude de la connexité du probleme de maximisation de trois critéres semi-strictement
quasi-concaves.

Dans [30], on démontre que I’ensemble des points optimaux (au sens de Pareto) pour trois fonctions
objectif continues et semi-strictement quasiconvexes sur un convexe compact de ’espace euclidien, est
connexe. Ce résultat répond par l'affirmative & une conjecture émise en 1985 par Schaible, Choo et
Chew. Notons que la conjecture générale concernant n > 1 fonctions objectif a été récemment établie
par Benoist ([9]).

Théorie de densité de Arrow-Barankin-Blackwell

Un théoréme de Arrow, Barankin et Blackwell [2], relativement connu, assure la densité des points
scalairement maximaux dans I’ensemble des points maximaux d’une partie convexe et compacte de R™.
Ce théoreme a une interprétation économique importante en termes de “panier de biens” et de “prix
optimal”. Il a été généralisé a plusieurs reprises en dimension infinie pour des cones convexes, fermés
et pointés. Parmi les versions les plus significatives, on peut noter celle de Petschke [49] (donnée aussi
indépendamment par Gallagher et Saleh [32]). Cing ans plus tard, Gong [33] a proposé une amélioration
de ce résultat, en affaiblissant I’hypothese que le cone possede une base bornée. Cependant, aucun exemple
ne montrait le caractere plus général de ce résultat. Dans [21], on établit une caractérisation des points
“denting” pour des parties convexes et fermées d’un espace de Banach, qui généralise la caractérisation
de Lin, Lin et Troyanski [41] établie sous I’hypothese supplémentaire que ces parties soient bornées. Cette
nouvelle caractérisation permet de démontrer que les hypotheses des théoremes de Petschke et de Gong
sont, en fait, équivalentes. Notre technique a aussi I’avantage de raccourcir les preuves originales de [49],
[32] et [33].
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