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SEMANA 7: INTEGRAL DE RIEMANN

4. Integral de Riemann

4.1. Introducci 6n

La teoria de la integral de Riemann tiene un objetivo simple, que es: formalizar la
nocion de area mediante una definicién que sea compatible con las ideas comunes
e intuitivas acerca de este concepto.

Surge entonces la pregunta de ;Cuales son estas ideas basicas?. Por ejemplo,
una de ellas es que el drea de una superficie cuadrada de lado a sea a?. Si esto
es verdadero, se debe concluir que la superficie de un rectangulo de lados a y b
es a-b.

4.2. Condiciones b asicas para una definici 6n de area

Sea E un conjunto de puntos en el plano OXY . El area del conjunto E sera un
nimero real A(E) que cumple las siguientes condiciones.

A(E) =

(A1)
(A2) EC F = A(E) < A(F)
(A3)
(Ad)

A3) SSENF=0= A(EUF) = A(E) + A(F)

A4) El drea de una regién rectangular FE de lados a y bes A(E) =a-b

Estas 4 condiciones son necesarias y suficientes para tener una buena definicién
de area. Se verd mas adelante, en el transcurso del curso, que la integral de
Riemann las satisface adecuadamente.

Observacion: Las cuatro propiedades elementales anteriores no son indepen-
dientes entre si, ya que por ejemplo (A2) es una consecuencia de (Al) y (A3)
Mediante la integral de Riemann se definira el drea de una regién E particular:
Dada una funcién f : [a,b] — 4 consideremos la regién R limitada por el eje
OX, la curva de ecuacién y = f(x) y las rectas verticales x = a 'y = b. El drea
de esta region se llamard drea bajo la curva y = f(z) entre a y b.

y=f(x)
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Mediante un ejemplo se mostrard un método para determinar el drea bajo una
curva, que nos indicara el procedimiento a seguir en la definicién de la integral
de Riemann.

Ejemplo

Dada la funcién f(z) = 22, se desea calcular el area encerrada entre x = 0 y
x =b> 0 bajo la curva y = f(z).

Etapa 1.

Dividiremos el intervalo [0, ] en n partes iguales donde cada una de estas partes
tiene longitud h = %. Si llamamos z; a los puntos de la divisién, se tiene que:
x; = i(b/n).

De este modo se ha dividido el intervalo [0,b] en n sub-intervalos I; = [x;_1, x;]
de longitud h cada uno.

Etapa 2.

En cada intervalo I; se levanta el rectangulo inscrito al sector parabdli-
co de mayor altura posible. Este i-ésimo rectdngulo inscrito posee las
siguientes propiedades:

base = ©h
altura = f(z;—1)
drea = h-f(zi_1) y=x2
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Etapa 3.

mo rectangulo circunscrito posee las siguientes propiedades:

base h

altura
2 ,
y=X 4rea =

Il
&h
—
&8
N

Etapa 4.

Con esta construccion, se ve facilmente que el drea A que se desea calcular
estd acotada del modo siguiente

n

IR IENED 3

i=1

)32'2.

Sl

Las sumatorias anteriores se calculan facilmente recordando que

5 nn+1)2n+1
I GRRcLEd)

De este modo,

n n—1 n—1

. 9 9 B n—1)n(2n -1
Z(z—l) :Zz:Zz:( )6( )

i=1 =0 i=1

Asi las cotas para el drea A buscada son

b3 (n+1)(2n —1)
6 n?

(n+1)(2n+1)

b3
<A< -

n

La desigualdad anterior es valida Vn € , luego, olvidando el significado geométri-
co de los numeros que alld intervienen, se puede pensar en una desigualdad de
sucesiones reales. Por lo tanto, si tomamos el limite cuando n — co queda:

3 3
Yeacl
3~ 73

de donde se deduce que el area buscada es
3

a=r

3

<« Ejercicio
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De igual forma en cada intervalo I; se levanta el rectangulo cir-
cunscrito al sector parabdlico de menor altura posible. Este i-ési-



Ejercicio 4.1: Del mismo modo como se ha resuelto este ejercicio, se pro-
pone al lector calcular las dreas encerradas bajo las funciones f(z) = 1,
f(z) =2y f(z) = 2. Por cierto en los dos primeros casos los resultados
son bien conocidos, no asi en el tercero. Nétese que al resolver estos ejercicios
se observa lo siguiente:

’ funcién \ Area entre 0 y b \ donde ‘

f(x) =2° b- h=1
f(x) =2t bh h=b
flx) =2? é h =10
flx) =23 % h=10

Se deja también al lector la tarea de formular una generalizacion a estos
resultados a potencias superiores.
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Ejercicio 4.2: Como ultimo ejercicio propuesto se plantea calcular el drea
encerrada bajo la funcién sen(x) entre 0 y 7/2.

Después de estos ejercicios de motivacion podemos comenzar a definir el concepto
de integral de Riemann de una funcién.

4.3. Definiciones

Definicién 4.1 (Particién de un intervalo).

El conjunto P = {xg,x1,...,xn} €s una particion del intervalo [a,b] si a = xo <
T <x9 << xy =0

Si P es una particion de [a,b], se llama norma de P y se denota por |P| al real:

|P| = max{(x; —x;—1):i=1,..,n}

Definicién 4.2 (Sumas Superiores e Inferiores).
Sea f wuna funcion definida y acotada en [a,b]. Sea P = {xg,21,...,2n} una
particion de [a,b]. Como f es acotada en [a,b], también lo es en cada intervalo
I = [zi—1,2;] Vi =1,...,n, luego podemos definir:
mi(f) = f{f(z):z € ri1,z]}
Mi(f) = sup{f(z): @ € [ziy, 2]}
(La existencia de m;(f) y M;(f) estd garantizada por ser f acotada en [x;_1, x;]).
Con esto se definen las sumas siguientes:
1) S(f,P) = Z M;(f)(z; — x;-1) se llama suma superior de f correspondiente
i=1
a la particion P
2) s(f,P)=>_ mi(f)(x; —x;—1) se llama suma inferior de f correspondiente a
i=1

la particion P.

Interpretaci 6n Geom étrica

Si f(z) > 0 Vz € [a,b], entonces las sumas superior e inferior de f tienen una
interpretacién geométrica sencilla. s( f, P) corresponde al drea de los rectdngulos
inscritos. S(f, P) es el drea de los rectdngulos circunscritos.

1Que f sea una funcién definida y acotada en [a, ] significa que [a,b] C Dom(f), es decir
f(z) existe Vz € [a,b] y ademds existen las constantes m y M tales que:

m = inf{f(z):z € [a,b]}
M = sup{f(z):z € [a,b]}
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Propiedad Importante.

Sea f una funcién acotada y definida en [a, b]. Sea P = {zy, ..., 2, } una particién
de [a, b], cualquiera. Sean

m = inf{f(z):z€la,b]}

M = sup{f(x):x € [a,b]}
m;(f) = f{f(x):z€[xi_1,z]}
M;(f) = sup{f(z):z € [wi—1, 2]}

es claro que Vi = 1,...,n se tiene que:
m < mi(f) < My(f) < M.

Luego:

m, M, m;i(f), Mi(f)

Vi € {1, . ,n} m(mi—xi_l) S mi(f)(xi—xi_l) S Mi(f)(xi—xi_l) S M(l‘i—l‘i_l).

Sumando desde i = 1 hasta i = n se obtiene que:
m(b—a) < s(f,P) < S(f,P) < M(b— a). (4.1)

Como P es una particiéon cualquiera, se concluye que el conjunto de las sumas
inferiores de f es acotado, asi como el conjunto de las sumas superiores de f.
Esta propiedad da lugar a las dos definiciones siguientes:

Definicién 4.3 (Integrales Superiores e Inferiores).
Sea Pia ) el conjunto de todas las particiones de |a,b]. Sea f una funcién definida
y acotada sobre [a,b]. Los nimeros reales

b
/f — sup{s(f.P): P EPuy). y

—b
/f = mf{S(f,P): P € Py},

se llaman integral inferior de f en [a,b] e integral superior de f en [a,b], res-
pectivamente.

Observaciéon: Por la propiedad demostrada anteriormente, se sabe que el con-
junto de las sumas inferiores era acotado, lo mismo que el conjunto de las sumas
superiores, luego en virtud del Axioma del supremo, estdan garantizadas las exis-

—b
tencias de iZf y de faf. Para que todo esto sea vélido es necesario y suficiente,
que f este definida en [a, b] y sea acotada en dicho intervalo.

Definicién 4.4 (Refinamiento de una particién o particién més fina).

Sean P y Q dos particiones de [a,b], si P C @, diremos que Q) es un refinamiento
P o una particion mds fina que P.
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Ejemplo 4.1.
Si Py y P, son 2 particiones cualesquiera de [a, b], entonces P = P; U P, es
un refinamiento de P; y de Ps.

Proposicién 4.1. Si P C @ entonces

s(f, P)
S(f, P)

5(£,Q), vy
S(f,Q)

<
>

DEMOSTRACION. Si P = @, la proposicién es trivialmente cierta. Por lo tanto
en el resto de la demostracién trataremos el caso en que P # Q.

Para fijar ideas digamos que P = {zy, ...,z }, sea T el primer punto que aparece
en @ y no en P, entonces hay un k € {1,...,n} tal que 21 < T < x.

Sea Py = {xg, ..., Tk—1, T, Tfg, ..., T} Y SEAN

m/(f) = Wf{f(z):x€rr_1,7]}y
W) = i) e Fal)

Claramente:

mi(f) <m/(f) y me(f) <m"(f).

Con esto calculemos las sumas inferiores de f para las particiones Py Pi:

s(f, P)

Zmi(f)(AfEi)

n

k—1
< Zmi(f)(ﬁfm)+m’(f)(i“*ka—1)+m"(f)(ka*ff)Jr Y milf)Az;

i=k+1

= S(fvpl)'

Por lo tanto
S(f?P) S S(fapl)‘

Repitiendo este procedimiento un niimero finito de veces obtenemos que: s(f, P) <

s(f, Q).

La desigualdad con sumas superiores se demuestra en forma andloga y se deja
propuesta como un ejercicio.

Observacién: Como ademds s(f,Q) < S(f, @), se concluye que VP, Q € Plq -

PCQ=s(f,P)<s(f,Q) <S(f,Q) <S5(/,P).

Entonces, si Py y P> son particiones de [a, b], tomando la particién P = P; U P,
que es un refinamiento de P; y Ps, se tiene que

s(f,Pl) SS(f,P) SS(ﬂP) SS(f,PQ),
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es decir,
s(f, P1) < S(f, P2) VP, P2 € Play.

O sea cualquier suma inferior es cota inferior del conjunto de sumas superiores
y reciprocamente.

Proposicién 4.2. Si f estd definida y acotada en [a,b], y m < f(z) < M
YV € [a,b], entonces

m(b—a)</if</l;f<M(b—a)

DEMOSTRACION. Primeramente, como m(b—a) es una cota inferior de {s(f, P): P € Py },

(Ecuacién@len paginalfl) y como ibf =sup {s(f,P) : P € Py }, resulta que
b
m(b—a) < / f

Anélogamente: fo <M(b—a).

Para probar la desigualdad central, consideremos dos particiones P; y P> cua-
lesquiera de [a,b]. Como s(f, P1) < S(f, P») entonces, fijando P, se tiene que
s(f, P1) es una cota inferior del conjunto {S(f,P): P € Py} y por lo tanto:

—b
S(f,Pl)Sl,nf{S(f,P)ZPEP[a,b]}:/ f

—b
La desigualdad anterior se cumple VP, € P, luego el numero Ik . es una cota
superior del conjunto {s(f, P):Pe P[a,b]} y por lo tanto:

—b

b
/fzsup{s(ff):PeP[a,b]}:/ /

Esta ultima expresion prueba la proposicién.

Definicién 4.5. Diremos que una funcion f definida y acotada en [a,b] es inte-

—b
grable segun Riemann si se cumple que fbf = faf En tal caso, el valor comin
“a

de estas dos integrales se llama simplemente la integral de f en [a,b] y se denota

por/abf.

Teorema 4.1 (Condicién de Riemann). Una funcidn f definida y acotada
en un intervalo [a,b] es Riemann-integrable en [a,b] ssi:

(Ve > 0)(3P € Play) S(f,P)—s(f,P)<e
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DEMOSTRACION. Probemos primeramente que la condicién de Riemann es su-
ficiente, es decir, si la condicién de Riemann se cumple entonces la funcién es
integrable.

Sea € > 0. Sabemos que

(HP S P[a,b]) S(f, P) — S(f, P) < €.

Pero

—b

b
-[f < P
Y a
entonces,

0§/f—/f§ﬂﬁﬂ—dﬂﬂ<e

—b
Como esta ultima desigualdad es valida Ve > 0 se concluye que i Z f=17 JY

por lo tanto f es integrable en [a, b].

Probemos ahora que la condiciéon de Riemann es necesaria, es decir, que si f es
integrable entonces la condiciéon de Riemann debe cumplirse.

Sabemos que

b
/f = inf{S(f,P): P € Puy}
= sup{s(f,P):PEP[%b]}

entonces, dado € > 0, en virtud de la caracterizacion e del supremo y del infimo
de un conjunto podemos garantizar la existencia de particiones P, Py de [a,b]
tales que

€

b
S(fapl) > /fii

b
SU.p) < [ £

Si ademds consideramos la particiéon P = Py U Ps, (refinamiento de P, y de Ps)
y recordando que las sumas inferiores crecen y las superiores decrecen al tomar
refinamientos, se deduce que

€

b
s > [ -3
b

S(f,P) < Lf+f
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y por lo tanto

S(f,P)—§<s(f,P)+§

es decir

S(f,P)—s(f,P) <e.
Con esto, dado € > 0 arbitrario, hemos encontrado una particién que verifica la
condiciéon de Riemann. |

Ejemplo 4.2.
Probar que f(z) = I es integrable en [1,2].

Si P = {xog, ...,z } €s una particién de [1,2] entonces en cada intervalo I; se
tiene que: m;(f) = 3- y M;(f) = 5. Por lo tanto,

S(f,P) = Z(i> y

i=1

n
!
s(hP) = S(HEEe)

y ZT;

i=1
Notemos que esta sumas no son féciles de calcular para una particién arbi-
traria. Sin embargo lo nico que se desea aqui, es probar que la funcién es
integrable y no calcular la integral. Con este objetivo en mente, nos basta con
verificar la condicién de Riemann. Calculemos entonces la diferencia entre las
dos sumas:

1 1
S(f,P)=s(f,P) = > (— — =)(@i—zi1)

i—1 Tj—1 Xy

_ i (1’1 x171)2
i1 TiLi—1

Como las variables x; € [1, 2] entonces
Lol
2 €T; ’

y por lo tanto podemos acotar la diferencia como

n

S(f,P)—S(f,P) < Z(J?i—xi_l)Q.

i=1
Para terminar recordamos que
x; — xi— < |P|,
donde | P| es la norma de la particién P. Entonces
S(f,P) = s(f,P) <|P|-(2=1) = |P].

En consecuencia para satisfacer la condicién de Riemann, dado € > 0 basta
considerar una particién P € P[; 9 con norma |P| < e. Es decir

|P| <e= S(f,P)—s(f,P)<e.

Por lo tanto, f(z) = % es integrable en [1, 2].

x
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1 si z€

0 si xzel
Sea P = {zg,...,x,} una particién de [0, 1], claramente en cada intervalo
I; = [x;_1, z;] se tiene que

Probar que f(z) =

Ejemplo 4.3.
{ no es integrable en [0, 1].

ml(f) = 0,y

Por lo tanto las sumas de Riemann son

SUP) = 3 M) i)
= Zwi—xi_lzb—azl,y
s(L,P) = > mi(f)(w; — 1) = 0.
i=1

Claramente se cumple que
S(f,P)—s(f,P)=1 VP &Py

y luego la condicién de Riemann no se cumple. Por lo tanto f no es integrable
en [0,1].

Observaciéon: Este ultimo ejemplo muestra que una funcién puede estar defi-
nida y ser acotada en un intervalo y sin embargo no ser Riemann integrable. Es
decir ser Riemann integrable es una propiedad mas fuerte o exigente que sélo
ser definida y acotada.

En este ejemplo también se puede observar que

/ :f(a:) — 0y

/:fm

4.4. Estudio de Funciones Integrables

|
=

En esta seccién nos preocupamos de saber bajo que requisitos se puede garantizar
que una funcién definida y acotada en un intervalo es Riemann integrable. Los
resultados més importantes en este sentido son el teorema ([£2]) que garantiza
que las funciones continuas son integrables y la proposicién 4.3 que hace lo propio
con las funciones mondtonas.

Ademds se verd que en este tipo de funciones (las continuas o mondtonas) la
condiciéon de Riemann se cumple en la medida que la norma de la particién
sea suficientemente pequena. Esto tltimo permite entender la integral como el
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limite de las sumas inferiores o superiores cuando la norma de la particién tiende
a cero.

Proposicién 4.3. Si f es una funcidn definida, acotada y mondtona en |a,b],
entonces es integrable en |a,b].

DEMOSTRACION. Supongamos que se trata de una funcién creciente (la de-
mostracién en el caso de funcién decreciente se propone como ejercicio). Si
P ={xg,...,2,} es una particién de [a, b] entonces

S(f,P) = Zf(wi)Aa?i

s(f,P) = > flwim1)Ax;
i=1

y entonces

n

S(f,P)=s(f,P) = > [f(@:) = f(xi1)] A

=1
< Z [f(z:) = f(ziz1)] |P]
= |P[[f() = f(a)].

Por lo tanto, dado € > 0 arbitrario, es ficil encontrar particiones con norma |P| <
mﬁ con lo cual la condicién de Riemann se cumple satisfactoriamente.

Teorema 4.2. Si f es una funcion continua en [a,b] entonces es integrable en
[a, ]

DEMOSTRACION. Es bien sabido que las funciones continuas en un intervalo
cerrado y acotado [a, b] son uniformemente continuas, es decir satisfacen la pro-
piedad

Ve > 0,30 > 0, Va1, 29 € [a,b], [\:1:1 —xo| <6 = |f(x1) — f(x2)| < e} .

Con esta proposiciéon no es dificil probar la condicién de Riemann. En efecto,
dado € > 0 arbitrario, la proposicién anterior garantiza la existencia de § > 0
tal que si |1 — 22| < § entonces

€
b—a

|f(z1) = fla2)] < (4.2)

2El 1 en el denominador f(b) — f(a) + 1 se introduce solo para evitar dividir por cero (en
el caso de una funcién constante).
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Consideremos una particion P € P, con norma |P| < §. Como f es continua
en [a,b], también lo serd en cada uno de los intervalos I; = [x;_1, ;] definidos
por la particién y por lo tanto el supremo M; y el infimo m; en dicho intervalo
seran alcanzados como imagenes de algin punto. Es decir,

3} € [wio1, 4], f@) = mf{f(z) sz € w51, 23]}
Az € [xi_1, 4], f@)y=sup{f(z):x € [xi_1,24]}.
Luego
S(,P) = s(f,P) = 3 _ 1) = fa))] Az,
i=1
Pero como |z} — x| < Az; < |P| < § entonces se cumple (L2), es decir que

|f(z]) — f(z})] < 3= . En consecuencia

SR =slhP) < g3 A
= €.

Notemos que en la demostracién anterior solo se requiere que |P| < ¢. Esto
permite concluir el siguiente corolario.

Corolario 4.1. Si f es continua en [a,b] Entonces:

n b
Zf(fz‘)(l’i—wi*l)—/ f SE},
i=1 a

donde los valores T; son numeros arbitrarios en el correspondiente i — eésimo
. . . e, . — _ Ti_1+T4
intervalo [x;_1,2;] definido por la particion P. (por ejemplo Z; = =)

(Ve > 0)(30 > 0)(VP € Pl ) {|P| <0=

DEMOSTRACION. El teorema anterior dice que
(Ve > 0)(30 > 0)(VP € Poy) {|P| <6 = S(f, P) —s(f, P) <¢}.

Ademsds, si P = {xg,...,x,} es una de las particiones anteriores y ; € [z;_1, z;]
entonces
mi(f) < f(@:) < Mi(f).

multiplicando por Ax; y sumando de ¢ = 1 hasta ¢ = n se obtiene
n
s(f,P) <Y (@) (@i — wi1) < S(f, P). (4.3)
i=1
Por otro lado como la funcién es integrable se sabe que

b
S(f,P) < / f<5(f.P). (4.4)

Las desigualdades ({.3)) y (&4) se interpretan como que los nimeros Y .-, f(Z;)(z;—

Ti—1) Y ff f pertenecen a un mismo intervalo de largo no mayor que e. Por lo
tanto,




Observacion: El corolario anterior se puede interpretar como una nocién de
limite cuando |P| — 0, es decir, podemos escribir que cuando una funcién es
continua su integral es

b n
f= lim E f(z:)Ax;.
a |P|—04
=1
La expresiéon anterior motiva la siguiente notaciéon, denominada notaciéon de

Leibnitz para integrales
b b
[ 1= [ @

Observacién: Si f es continua en [a, b] también se cumple que

(Ve > 0)(35 > 0)(VP € Play)

b
|P| < d = S(f,P)—/ f

-
<e].

Observacién: El corolario y la observacién ({4 también se cumple si f
mondtona.

Luego: si f es continua en [a, b] o bien mondétona en [a, b] entonces se puede decir
que:

Yy que

b
(Ve > 0)(36 > 0)(VP € Ply) ||P| < 6 = s(ﬁP)—/ f

b n
= lim s(f,P)= lim S(f,P)= lim Zi)Ax;.
7= Jim s(5.P) = Jim S(7.P) Jm, 3 7@

4.5. Propiedades de la Integral

Ya hemos visto cual es la definicién de la integral de una funcién. Sabemos que
se trata de un numero real asociado a la funcién. Sabemos que este real existe
para un conjunto de funciones llamadas las funciones Riemann integrables, entre
las cuales se encuentran las funciones continuas y las funciones monétonas. En
cuanto al calculo de integrales sélo conocemos la definiciéon y sabemos que en
la medida que las normas de las particiones sean pequenas, las integrales se
aproximan por sumatorias llamadas las sumas de Riemann. En esta seccién nos
interesa estudiar algunas propiedades del operador integral. Los resultados més
atractivos se resumen en el Teorema 3] que dice que este operador es lineal y
mondtono. También veremos como se puede extender la nocién de integral a los
casos a =by a >b.

4.5.1. Lemas Previos (Propiedades B asicas)

Comenzamos por enunciar algunos lemas previos relativos a las integrales infe-
riores y superiores.

Lema 1. Si f es una funcion integrable en [a,b], a < b, y [r,s] C [a,b], con
r < s, entonces [ es integrable en [r,s].
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Lema 2. Si f estd definida y es acotada en [a,b], a < b, y ¢ € (a,b) entonces

b c b
f= [efs (45)
— —=c —=b
[i+]s (46)
Lema 3. Si f y g son dos funciones definidas y acotadas en [a,b], a < b, en-
tonces:
b b b
[1+]9 < [ura (4.7)
—b —b —b
o < [1+]s (18)

DEMOSTRACION. (del lema [I) Como f es integrable en [a,b] = se cumple la
condicién de Riemann en [a,b], es decir:

~
IN

IN

(Ve > 0)(3P € Prap) S(f, P) —s(f, P) <e.

Sea @ = PU{r, s}, es claro que como r y s € [a, b], entonces @ es un refinamiento
de Pa luego S(faQ) 75(f7Q) <e

Para fijar ideas, digamos que Q = {zg,1,...,Zn} y que 7 = Tk, s = Ty con
0<k</t{<n.
Sea entonces Q' = {xp, Tp41, - ,xe} = Q@ N[rys]. Es claro que Q' resulta ser

una particién de [r, s] tal que:

14

S(f,Q)-s(f,Q) = Z (M;—m;)Az; < Z(Mz*mz)A% =s(f,Q)—s(f,Q) <e

i=k+1

Luego la particién Q' muestra que f verifica la condicién de Riemann y por lo
tanto es una funcién integrable en [r, s].

DEMOSTRACION. (del Lema [2])

Para demostrar ([L5]) sean P € Pj, ) v P2 € Py dos particiones arbitrarias de
[a, ] y [c, b] respectivamente. Formemos la particién P de [a, b] como P = P,UP;.
Claramente

b
s(f, P1)+s(f,P) =s(f,P) < / I

Esta desigualdad se puede escribir asi

b
dﬂmé/ffWJwvﬂe%@

En consecuencia el real de la derecha es cota superior del conjunto de sumas
inferiores de f en [a, c] y por lo tanto

/?—%mw>/}
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Esta expresion se puede también escribir asi

b c
/ f_/ fZS(f,PQ) vP2E73[C,b]7

es decir el nimero de la izquierda es una cota superior del conjunto de sumas
inferiores de f en [c, b]. Entonces este nimero es mayor o igual al supremo, es

decir . . )
[o-]r=]

La demostracién de ([@6]) es andloga y se deja como ejercicio.

DEMOSTRACION. (del lema [3])

Como en el caso anterior, s6lo demostraremos la férmula (@), y dejaremos ([8])
como ejercicio. Para probar esta féormula sean P, y P» particiones cualesquiera
de [a,b] y sea P = P; U P,. Claramente

S(f,P1)+$(g,P2)SS(f,P)+S(g,P). (49)

Para fijar ideas digamos que P = {zo, ..., z,} entonces

s(f,P) = Zmi(f)Axi

s(g, P) Zmi(Q)A%‘

s(f+g9,P) = Zmi(f+g)A$i~

=1

Recordemos que Va € I;,m;(f) < f(x) Am;(g) < g(x) luego m;(f) + my(g) <
m;(f + g) y entonces

b
sUJn+4%P>sdf+mP>s/<f+m. (4.10)

—a

En la dltima desigualdad hemos recordado que la integral inferior es una co-
ta superior del conjunto de sumas inferiores de una funcién (aqui la f + g).
Combinando las ecuaciones ([@9) y (£I0) se tiene que

b
dﬂPd+%%%)§/(f+w-

—Q

Como esta desigualdad es vélida VP, P, € P, 5 entonces de

b
aﬂpng/kf+m—dg&>

—a

se deduce que

/if < /Z(f +9) = s(g9-P2),
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y luego de

s@f@é/ﬂf+m—/3

a —a

se deduce que

/}s/?f+m—/?,

es decir

[reLo=fow

4.5.2. Teorema con las propiedades de la integral

Usando los lemas probados en la subsecciéon precedente se puede demostrar el
siguiente teorema que resume las propiedades mas importantes de la integral.

Teorema 4.3 (Propiedades de la Integral).

1.
2.

Sice |, entonces f: c=c(b—a)

Si f es integrable en [a,b] y ¢ € (a,b), entonces f es integrable en [a,c] y

[c,b], y ademds \ \
foo= e[

Si f es integrable en [a,c|, y en [c,b], entonces f es integrable en [a,b] y

LU=L%+LU

Si f y g son funciones integrables en [a,b] entonces (f + g) es integrable

en [a,b] y \ \ ,
/a(f+g>=/a f+/ag

Si f es una funcion integrable en [a,b] y a« €  entonces (af) es integrable

en'la,b] y b b
[en=as

Si f y g son integrables en [a,b] y f(x) < g(x) Vz € [a,b] entonces

/abfé/abg

Si f es integrable en [a,b], entonces |f| es integrable en [a,b] y

[stWw
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DEMOSTRACION. 1. Sea f(z) = ¢ Vz € [a,b], sea P = {zq,...,2,} una
particién cualquiera de [a, b] entonces en cada intervalo [z;_1, ;] se cumple
que

() = Mi(f) = ¢
por lo tanto las sumas inferior y superior son

s(f,p) =S(f,P)= cZAmi =c¢(b—a).

Claramente entonces

/:f:/l;f:c(b—a):>/abc:c(b—a)
/abc:c(b—a).

2. Por lemalll si f es integrable en [a,b] y ¢ € [a, b], entonces f es integrable
en [a,c] y [c,b] (ambos C [a,b]) ademds por lema 2

/abfﬁ/achr/cbe/abf
/abf=/:f+/cbf-

3. Si f es integrable en [a, ¢] y [c, b], entonces estd definida y acotada en [a, b].

Por lema 2 S b
Josfo[r<]r

Pero como la desigualdad contraria siempre es cierta, se deduce que f es
integrable en [a, b] y su integral vale

/abf=/:f+/cbf-

4. Como f y g son integrables en [a, b] entonces el lema [3 se escribe as:

/Z(f+g)§/abf+ng§/i(f+g)-

Luego (f + g) es integrable en [a,b] y

/Z(f+g)§/abf+/abg§/i(f+g)~

83

Luego,

de donde claramente



5. Sea P = {xg,...,2,} una particién cualquiera de [a,b]. Analicemos pri-
meramente el caso a > 0. En este caso se tiene que

mi(af) = ami(f), y
Mi(af) = aM;(f).

Por lo tanto

S(af?P) = OéS(f,P),y
s(af,P) = as(f,P).

Con lo cual

sup{s(af, P)} = sup{as(f,P)} = asup{s(f,P)}, ¥
mf{S(af,P)} = Wf{aS(f,P)}=af{S(f, P)},

for-Toreof

b b
por lo tanto «f es integrable en [a, b] y / af = a/ I

a

es decir

En las lineas anteriores se ha usado el resultado bien conocido que dice
quesia>0y AC es un conjunto acotado entonces

sup(ad) = asup(A), y
inf(aA) = «ainf(4).

En el caso en que o < 0 la propiedad anterior se cambia por

sup(ad) = «ainf(4), y
inf(aeA) = asup(4),

por lo tanto ahora tendremos que
mi(af) = aM;(f), y Mi(af) = am;(f)

de donde
S(af,P)=as(f,P), y s(af, P) = aS(f,P)

con lo cual

sup{s(af, P)} = sup{aS(f,P)} = amf{S(f,p)}, ¥
nf{S(ef, P)} = Mffas(f,P)} = asup{s(f,p)},

o T

b b
Por lo tanto af es integrable en [a, ] y / af = a/ f.

es decir
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6. Sea h = g — f. Como f(x) < g(x)Vz € [a,b] entonces h(z) > OVx € [a, b].

Ademds h = g+ (—1)f es integrable en [a, b] / / / f. Como

h(z) > OV € [a, b], entonces para cualquier particién de [a, b] se tendrd que
m;(h) > 0 luego s(h, P) > 0.

Entonces . . . .
ogs(h,P)g/hz/ hz/ g—/ !,
de donde 717 .
/fé/g
- Sen @) s f@) =0
x) si x) >
f+(””):{ 0 si f(z)<0
y

Entonces f = f* — f~ y |f| = fT + f~. Para probar que |f| es integrable
probaremos previamente que f* lo es. Si P = {zq,...,2,} es una parti-
cién cualquiera de [a, b] entonces como f(z) < f*(z), Va € [a, b] entonces
mi(f) <mi(f*), o sea,

—mi(f7) < —mi(f). (4.11)

Ademds, si M;(f) > 0 entonces M;(f) = M;(f) y entonces sumando con
(@TIT)) se obtiene que

M;(f) = mi(f*) < My(f) —ma(f).

Si por el contrario M;(f) < 0 entonces f serd negativa en el intervalo y
luego f* = 0. Por lo tanto M;(f*) = m;(f") = 0 de donde claramente

Mi(f*) —mi(f7) =0 < My(f) — mi(f).
En definitiva, en cualquier intervalo de la particién se cumple que

Ml(f+)_ml(f+) SMz(f)_mz(f) Vi=1,...,n

y por lo tanto sumando
S(f+7p)75(f+7p) SS(f,P)*S(f,P)

Gracias a esta ultima desigualdad, deducimos que ya que f es integrable
en [a, b], entonces (Ve > 0)(IP" € Py, ) tal que

S(f.P') —s(f,P') < e
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y por lo tanto
S(f+?P/) _S(f+7P/) <€

luego f7 es integrable en [a, b].

Como f = fT — f~ entonces f~ = fT — f y en consecuencia f~ también
es integrable. Por ultimo como |f| = f* + f~ es la suma de funciones
integrables, entonces también es integrable en [a, b].

Para demostrar la desigualdad basta con recordar que

—[f (@) < fz) <[f(z)] Va € la,b]

—Lﬁﬂsl?slﬂm
[fsémw

yen consecuencia

es decir,

45.3. Integralde aabcon a>1b

Definicién 4.6. Sea f una funcion integrable en un intervalo [p,q]. Si a,b €
[p, q] son tales que a > b entonces se define la integral de a a b del modo siguiente:

b a

/f = —/f sia>b, o
a b

b

/f = 0 sia=h.

con esta definicion, las propiedades de la integral se pueden enunciar asi:

Proposicién 4.4. Sean f y g integrales en [p,q] y a,b € [p, q] entonces:

1)/aba:a(b—a), Va e

b c b
@AJ=Lf:[ﬂ Ve € [p,
3)/aaf:a/a f Vae

b b b
4)/(f+9)=/f+/g
5)0< f(z) <g(x), Vz € [p,q] =

o) |12 1] < |11

I

I)s)

DEMOSTRACION. La demostraciones son sencillas y se dejan propuestas como
ejercicios. <« Ejercicio
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