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Problema 1. Una funcién de uso frecuente en estadistica es la definida por la integral

F(x):/ e dr.
0

Ante la imposibilidad de disponer de una férmula elemental que permita la evaluacién exacta de esta funcion, se plantea la
alternativa de escribir una férmula aproximada usando la técnica de la interpolacion polinomial. Con este objetivo, dividiremos
el intervalo [0,1] en N partes iguales y contrataremos los servicios de la empresa “Integracién Numerica S. A.” para la
evaluacion de los valores de F en los puntos x; = i/N,i=0,1,...,N.

Usando esta informacion se pide estudiar cuanto debe ser el valor de N de modo que la interpolacién de los valores de F
tenga un error absoluto inferior a 107%, usando las dos estrategias siguientes:

a)  [3p] Interpolacién lineal entre (i — 1) /N ei/N (i=1,...,N).

b)  [3p] Interpolacién de Hermite ciibica entre (i — 1) /N e i/N (i=1,...,N). (Note que en este tltimo caso se necesitan
ademds los valores de F' en los puntos de la malla, pero estos se calculan facilmente)



Solucion:

a)  Error del polinomio de interpolacién en el caso afin:

F3) = Pi) = 3@ (= xi-1) (=)

para algin & € (x;j—1,x;).
Célculo de las derivadas de F.
F'(x) = e
F'(x) = —2xe™
con esto es claro que en [0, 1] |F(x)| < 2. Ademds la funcién |(x — x;—1)(x — x;)| alcanza su mdximo en el punto medio
2

del sub intervalo el cual es (%)

Con esto )

[Error| <*
rror| < —

— 4
Como h = 1/N, para garantizar que el error sea menor que 107 debe cumplirse que N2 > %10_6 de donde basta que
N > 500.

b)  Error del polinomio de hermite ciibico:

1
F)—HE) = 1 FO @)= o) (v —x)?
para algiin & € (x;j_1,x;).
Mas derivadas de F.
F'(x) = 2(2—1)e™
FOG) = (8x— 4)(3)e_x2
Con esto |[F¥)(x)| < 12 en [0,1].
El error eneste caso serd acotado asi

|Error| <

4 4
1

2 () 22

2-3-4 2 32

Para garantizar que este error sea menor que 107 basta que N* > % 106 = % 10* es decir basta que

100\ /4
N>10(—=) ~14
>10(37)

Problema 2. En este problema deberd encontrar una férmula para la funcién spline cibica s(x) que interpola los datos
{0,1,0} en la malla {—1,0, 1} siguiendo la metodologia siguiente.
Recuerde que en los extremos s” (x) vale cero. Llame a al valor (desconocido) de la segunda derivada de s en el origen.

a) [1.5p] Encuentre una férmula para s’ (x) en el intervalo [—1,1] en términos de a, de la forma

won [ e si—1<x<0
s(ﬂ_{- si 0<x<l1

b) [1.5p] Integre dos veces la expresion anterior para obtener una férmula de s(x) en términos de a y cuatro constantes de
integracion.



¢) [1.5p] Use las condiciones de interpolacién para determinar los valores de las constantes de integracion en funcion de a.

d) [1.5p] Encuentre el valor de la constante a y escriba la funcién spline ctbica resultante

Solucion:

a) Como s(x) es un polinomio cibico en cada intervalo [—1,0] y [0, 1] entonces s” (x) es un polinomio de grado 1 en esos
intervales, que vale 0, a y 0 en los puntos —1, 0 y 1 respectivamente. Luego

oy Ja(l+x) si—1<x<0
S(x)_{a(l—x) si 0<x<1

b) Integrando en cada intervalo se tiene que

(o) = a(l+x)?/2+b si —1<x<0
SWEY —a(1=x2/24¢ si 0<x<1

y entonces
S(x) = a(1+x)3/6+bx+d si —1<x<0
a(l—x)3/6+cx+e si 0<x<1

donde b, ¢, d y e son constantes de integracion.

¢) Como la spline pasa por los puntos (—1,0), (0,1) y (1,0) y se tiene que

sS(-1)=0 <= —b+d=0
S

()=0 <= c+e=0
s(07)=1 < af6+d=1
s(0M)=1 <= a/6+e=1

entonces resultaqueb=d=e=1—-a/6yc=a/6—1.
d) a se encuentra imponiendo la continuidad de s’ (x) en 0.
S07)=5(0") <= a/2+b=—a/2+c
de donde reslta que a = —3.

con esto la spline pedida es
3(1+x)—(1+x)°%] /2 si—1<x<0
3(1-x)—(1-x)%]/2 si 0<x<1

s(x) = {

Problema 3. Considere un intervalo [a,b], una malla {x,...,x,} C (a,b) de al menos dos puntos y un conjunto de valores

reales {y0,...,yn}-
Dada una funcién f € €2 ([a,b]) se define su energfa eldstica E(f) como la integral

E( = [ (") dx

a

—r—

Se plantea el problema de encontrar f € €7 ([a,b]) = {g € €*([a,b]) : g(x;) =yi, i=0,...,n} tal que
E(f) <E(g), Vg€%; ([a,b])
a) [3p] Demuestre que si f € %)2 ([a,D]) satisface la propiedad
b
/ PR (x)dx =0, Vhe B} ([a,b])

entonces f es solucién del problema anterior.



b) [3p] Demuestre que existe a lo més una funcién en %)2 ([a,b]) que satisface la propiedad anterior.

Tiempo: 2h45



