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Resumen

Sea GG un grafo simple. La amplitud del espectro Laplaciano sin signo de G se
define como la distancia méxima entre pares de autovalores distintos de la matriz
Laplaciana sin signo. Este trabajo estudia antiguas y establece nuevas cotas, tanto
inferiores como superiores, para la amplitud del espectro Laplaciano sin signo de un
grafo. Varias de estas cotas dependen de parametros estructurales del grafo. Tam-
bién se usa el principio minimax para encontrar diversas cotas inferiores para este

invariante espectral.

Palabras claves: Matriz Laplaciana sin signo, amplitud de una matriz, am-

plitud del espectro Laplaciano sin signo.

VI



Introduccién

Introduccién

Un grafo G = (V, E) consiste de un conjunto de puntos V, llamados vértices,
y un conjunto de lineas E, llamadas aristas, tales que es posible asociar a un par
de puntos una linea. Esta simple idea permite modelar escenarios de la vida real tal
como lo hiciera Leonard Euler en 1736 al dar la solucién al problema de encontrar un
“buen recorrido” para cruzar a pie toda la ciudad de Kénigsberg (que era atravesada
por el rio Pregel y que dividia a esta en cuatro regiones unidas por siete puentes)
pasando solo una vez por cada uno de los puentes, y regresando al mismo punto de
inicio. Con esta solucion se establecio las bases de la Teoria de Grafos y se configuréd
la idea de Topologia.

Soluciones a problemas simples como este son planteadas a través del lenguaje
de los grafos, sin embargo estas estructuras también permiten estudiar problemas
més complejos tal como la deteccion de jerarquias y subestructuras en redes. Por
ejemplo, la actividad eléctrica del cerebro puede ser estudiada usando redes neuro-
nales, las cuales son obtenidas por senales que corresponden a registros de la actividad
electroencefalografica, con ello se pueden analizar cambios en el patréon de activacion
neuronal en diferentes areas del cerebro.

La Teoria Espectral de Grafos es un area de la matemética que estudia propie-
dades de un grafo por medio de sus representaciones matriciales y de sus respectivos
espectros. Se estudian las propiedades estructurales derivadas de las matrices que
representan a los grafos, como lo puede ser la matriz de adyacencia, la matriz Lapla-
ciana, la matriz Laplaciana sin signo u otras. Estas tltimas tienen las propiedades
espectrales del grafo, que es el elemento central de la Teoria Espectral de Grafos.

La Teoria Espectral de Grafos ha servido de herramienta en la actualidad para
obtener grandes avances en otras areas de la ciencia como ciencias de la computacion.
El origen del buscador Google es ya bien conocido, fue disenado en 1998 por Sergei

Brin y Lawrence Page. El algoritmo de busqueda de Google, llamado PageRank



Introduccién

algorithm, trabaja con una matriz estocastica especial denominada Google Matrix,
es la matriz de un grafo cuyas aristas representan conexiones entre las paginas web.
La clave de la eficacia en la biisqueda de informaciéon en Google yace en la aplicaciéon
del Teorema de Perron-Frobenius y el calculo del autovector de Perron-Frobenius.

Durante la elaboracion de este trabajo se estudiaron las cotas para la amplitud
de un grafo, la amplitud del espectro Laplaciano y Laplaciano sin signo de un grafo.
Se estudiaron resultados para la amplitud de una matriz a partir del ano 1956 hasta
la actualidad y con estas se lograron establecer nuevas cotas, tanto inferiores como
superiores, para la amplitud del espectro Laplaciano sin signo de un grafo, donde
varias de estas ultimas dependen de pardmetros estructurales del grafo. Ademas se
usa el principio minimax el cual permite encontrar diversas cotas inferiores para este
invariante espectral. Se compararon las nuevas cotas obtenidas con las existentes
y se estudio la relaciéon entre algunos de los principales parametros e invariantes
espectrales asociados a un grafo.

En el Capitulo [I] se muestran los preliminares tedéricos necesarios para estudiar
las cotas asociadas a la amplitud del espectro Laplaciano sin signo de un grafo. Se
comienza desde definiciones y propiedades béasicas de la Teoria de Grafos que seran
utiles para alcanzar los objetivos trazados. Luego se pasaré a dar propiedades basicas
de la Teoria de Matrices y la Teoria Espectral de Grafos que mantienen relacion con
los resultados de la Teoria de Grafos presentados.

En los capitulos [2| y |3| se mostrara un recuento en orden cronolégico de los
resultados principales que llevaron a desarrollar las técnicas actuales para el calculo
de cotas asociadas a la amplitud del espectro Laplaciano sin signo de un grafo. En el
Capitulo [2| se muestran resultados relevantes sobre las cotas inferiores y superiores
para la amplitud de una matriz, mientras que en el Capitulo [3] se muestran resulta-
dos relevantes sobre las cotas inferiores y superiores para la amplitud del espectro

Laplaciano y Laplaciano sin signo de un grafo.
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Finalmente, en el Capitulo [4] se presentan los resultados encontrados para cotas
inferiores y superiores para la matriz Laplaciana sin signo de un grafo y se comparan

con los resultados obtenidos anteriormente por los investigadores.



Capitulo 1

PRELIMINARES

Se inicia este trabajo mostrando algunas nociones basicas sobre grafos, matrices
asociadas a estos y presentando algunos de los teoremas mas relevantes que seran

usados durante su desarrollo.

1.1. Grafos

Sea G = (V(G), E(G)) un grafo simple, no dirigido con conjunto de vértices
V = V(G) de cardinalidad |V| = n, también llamado orden del grafo Gy conjunto
de lados o aristas £ = E(G) de cardinalidad |E| = m, que denota al tamarno de G.
Ademas, también se dice que G es un (n, m)—grafo. Una arista e € F(G) conectando
los vértices v; y v; es denotada por v;v;, en ese caso se dird que v; y v; son vértices
extremos de la arista e. Un vértice v; es incidente a una arista e si v; es un vértice
extremo de e. Si v;v; € E(G) se dice que v; y v; son vértices vecinos. Se denotara
por Ng(v;) al conjunto de vértices vecinos de v; y su cardinalidad es el grado de v;,
denotado por d(v;), si v;,v; € V(G) se dird que son adyacentes, escribiéndose v; ~ v;,
cuando la arista v;v; € E(G). Para simplificar la notacion se escribira d; en lugar

de d(v;). Si d; = 0 se dird que el vértice es aislado y si d; = 1 se dird que es vértice
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pendiente. El maximo y minimo grado del vértice de G se denotaran por A(G) (o

simplemente A) y 6(G) (o simplemente 9).

Ejemplo 1.1 SiV = {vy,v9,v3, vy, U5, 06,07} Yy E = {v102, 0104, V105, 0107, V2Vs3, U3y,

V45, V5Vg, VgU7 }, €l grafo G = (V| E) puede ser representado mediante la Figura :

U1

Ve U3

Us Uy

Figura 1.1: G = Grafo con 7 vértices y 9 aristas.

Se puede observar lo siguiente:

El orden del grafo G es 7.

Los vértices v3 y v7 no son adyacentes, porque vsv; ¢ E(G).

» El maximo y minimo grado de los vértices de G son: A =4y § = 2.

El conjunto de vértices vecinos de vy es Ng(v1) = {vg, vy, 05, v7}. Asi el grado

del vértice vy es 4.

Definicion 1.1 Un grafo H = (V(H),E(H)) es un subgrafo de un grafo G =
(V(GQ), E(G)) siempre y cuando V(H) C V(G) y E(H) C E(G). Un subgrafo H
es llamado un subgrafo generador de G si V(H) = V(G). Ademds, si E(H) se com-
pone de todas las aristas que estan en E(G) que conectan a los vértices en V(H),

entonces el subgrafo H es llamado subgrafo inducido de G. El subgrafo inducido por

5
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un subconjunto de vértices S C V(G), denotado por (S), es un grafo con conjunto

de vértices S y conjunto de aristas E((S)) ={ij € E(G) :i,j € S}.

Definiciéon 1.2 Si H es un subgrafo inducido de G, entonces el complemento de H,

G\H, es el subgrafo inducido por el subconjunto S =V (G)\V (H).

Definiciéon 1.3 El grafo completo de orden n, K,, es el grafo donde cada par de

vértices son adyacentes, por ejemplo:

U1

(% (%)

V4 U3

Figura 1.2: Grafo completo K.

Definicion 1.4 Un grafo G es llamado regular de grado k o k—regular, si todos los

vértices de G tienen k vecinos, es decir, son todos los vértices de G de grado k.

Definicion 1.5 Un paseo en un grafo G es una sucesion finita de vértices conecta-

dos, donde pueden repetirse vértices.

Definicion 1.6 Un camino en un grafo G es un paseo sin lados repetidos. Se denota

un camino con n vértices por P,.

Definicion 1.7 Un camino que comience y finalice en el mismo vértice se designa

por ciclo. Un ciclo con n vértices, se denota por, C,,.
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Definicion 1.8 Un grafo G se dice conexo o conectado si entre cada par de vértices
de G existe un camino que inicia en uno y finaliza en el otro. En caso contrario, se

dice que G es disconexo o desconectado.

Definicion 1.9 Un grafo G = (V(G), E(GQ)) se dice bipartito, con biparticion
{Vi(G), Va(G)} := {1, Va}, si V(G) = V1 U Vs y para todo viv; € E(G), v; € Vi y
vj € Vo. Ademds, si |Vi| =1 y |Va| = s y cada vértice de Vi es conectado a todos los

vértices de Vo entonces G es llamado grafo bipartito completo y se escribe G = K, 5.

Definicion 1.10 Un grafo G se dice bipartito semireqular, si existen enteros positi-
vos T y s, conr # s, tal que todo vértice de G puede tener grado v ¢ grado s y donde

todo vértice de grado r estd conectado a un vértice de grado s, por ejemplo:

Vs U1
Vg
Vg
U3
U7 V4

Figura 1.3: Grafo bipartito semiregular K4 .

Definicion 1.11 Un matching es un subconjunto de aristas que no comparten vér-
tices extremos. Ademds, es llamado matching perfecto si los vértices de las aristas

que lo conforman es el conjunto de vértices del grafo.

Observacion 1.1 Enla Figum el conjunto formado por las aristas {vivs, vavg, V407 },

es un matching para este grafo. Observar que puede haber mas de un matching, por
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ejemplo, el conjunto formado por las aristas {vive, vavs, v3v7}, también es un mat-
ching para este grafo. Se puede observar que no hay un matching que considere todos

los vértices del grafo o equivalentemente, no hay un matching perfecto.

Definicién 1.12 El grafo K, ,_i, también denotado por S, es llamado la estrella

con n vértices, por ejemplo:
Us

U7 V2

Vg 1 V3

Us V4

Figura 1.4: S7.

Definicion 1.13 El grafo de linea Lg de un grafo G considera las aristas de G
como vértices, conectando dos vértices siempre y cuando los lados correspondientes
en G posean un vértice en comun. Observar que si G es un grafo reqular de grado k

entonces L es un grafo reqular de grado 2k — 2.

Ejemplo 1.2 Si G es 3—regular, entonces se cumple que Lg es 4—reqular (ver Fi-

gura .

Se puede apreciar que en el grafo Lg:

» El numero de vértices es igual a 9.

» Los vértices e; y e3 no son adyacentes puesto que en el grafo G los lados e; y

es no tienen vértices en comun.
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€1

€2 €9

€3 €s

€4 €7

4 €4 5 €5 €6

G — Grafo 3—regular L — Grafo 4—regular

Figura 1.5: Gy Lg

» Los vértices es y eg son adyacentes puesto que en el grafo G los lados es y eg

tienen un vértice en comun.

Teorema 1.1 (Euler) ([2, Teorema 1.4.4]) La suma de los grados de los vértices

de un grafo es igual al doble del nimero de sus aristas, es decir

n

i=1

Demostracion: Si e = uv es una arista de GG, e se cuenta una vez mientras se
cuentan los grados de los vértices u y v (incluso cuando u = v). Es decir, cada arista
contribuye 2 a la suma de los grados de los vértices. Por lo tanto, las m aristas de GG

contribuyen 2m a la suma de los grados. O

Definicion 1.14 ([15]) Sea G un grafo con grados de vértices dy,ds, . .., d,, respec-

tivamente. Sea define el indice de Zagreb como:

M, (G) = Xn: dz.
=1
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1.1.1. Algunas propiedades para el indice de Zagreb

Algunas propiedades relacionadas con este indice son las siguientes:

Lema 1.2 [I0, Lema 2.4] Sea G un grafo simple con n vértices, m aristas y grados
de vértice dy,do, . .., d,. Entonces
de < mméx{d; + m; : v; € V},

i=1

y se cumple la igualdad si y solo st méx{d; + m; : v; € V} = d; + m; para cada

vértice no aislado v;.

Lema 1.3 [I0, Lema 8.2/ Sea G un grafo con n vértices, y m aristas, con mdzimo

y minimo grado de los vértice de G denotados por A y 6. Entonces

2m n — 2 d;
d; - < d; A—-06)[1- :
Z+ml_n—1+n—1z+( )( n—l)’

y se cumple para cada vértice no aislado v;. Ademds, se cumple la igualdad si y solo
sid; = n—1 o el vértice v; es adyacente al vértice de grado A y no adyacente al

vértice de grado 0.

Corolario 1.4 [10, Corolario 3.3] Sea G un grafo con n vértices, y m aristas, con

mdazximo y minimo grado de los vértice de G denotados por A y 6. Entonces

n—1 n-—-1 n—1

y se cumple para cada vértice no aislado v;. Ademds, se cumple la igualdad si y solo

di+mi§2—m+”_2A+(A—5)(1— A )

sidi = n—1 o el vértice v; (grado A) es adyacente al vértice de grado A y no

adyacente al vértice de grado 9.

Teorema 1.5 [I0l, Teorema 4.1] Sea G un (n,m)—grafo, con mdximo y minimo

grado de los vértice de G denotados por A y . Entonces
2m n—2

Ml(G)§m<n_1+n_1A+(A—5) (1‘71%1))’

y se cumple la igualdad si y solo si G es una estrella, un grafo regular o un grafo

completo Ka1 conn — A — 1 vértices aislados.

10
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1.1.2. Matrices asociadas a un grafo G

Realizando previamente un etiquetado de sus vértices, a un grafo le pueden ser

asociadas diversas matrices.

Definicion 1.15 ([4,[25/) La matriz de adyacencia de un (n, m)—grafo G, denotada
por Ag, es la matriz cuadrada real simétrica de orden n, es decir, Ag = (@ij)nxn,
cuyas entradas a;; son:

1, si v € E(G),

aij =

0, si vv; ¢ E(G).
Observacion 1.2 Sea G un grafo simple no orientado, con n vértices y m aristas,
y sea A = (a;;), i,j = 1,...,n, la matriz de adyacencia de G, la cual por ser una

matriz simétrica es, en particular, una matriz Hermitica, heredando la propiedad de

que todos sus autovalores, \i, \a, ..., \, son reales.

Definicion 1.16 ([3,[31]) La matriz diagonal de grados de un (n,m)—grafo G, de-
notada por Dg = (aij)nxn, donde sus elementos diagonales corresponden a los grados

de los vértices de G, es decir Dg = diag(dy,da, ..., d,).

Definicion 1.17 ([5,[8/) La matrixz de incidencia vértice—arista de un (n, m)—grafo

G, denotado por R, cuyas entradas r;; son:

1, si e incide en vy,

rij =
0, en caso contrario.

Ademds, se puede escribir como: RgREL = Ag + Do y RERg = 21, + A(Lg).

Definicion 1.18 ([, (8, (13, 14, [31]) La matriz Laplaciana de un (n, m)—grafo G,

denotada por Lg = ({;j)nxn, se define como,

;

-1, si vy € E(G),

lij =140, si vw; ¢ E(G),

di,  si Q=]

\

11
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Ademds, se puede escribir como: Lg = Dg — Aq.

Definicion 1.19 ([4, [8/) La matriz Laplaciana sin signo de un (n,m)—grafo
denotada por Q¢ = (¢ij)nxn, s€ define como,

(

1, si v € E(G),
%ij = N0, st v ¢ E(G),

di, st 1= j

\

Ademds, se puede escribir como: Q¢ = Dg + Ag = RgRE.

Ejemplo 1.3 Para el grafo de la Figura[I1.1], la matriz Laplaciana sin signo es:

4101101
1210000
0121000
Qe=11013100 |,
1001310
0000121
100001 2
Que a su vez se puede escribir como:
s Ao
4 0 0 0 0 0 O 0 1 0110 1
0200000 1010000
00 20000 01 01000
Qe=10008000|+] 20120100
0000 300 100 1010
0 00O0O0 20 000010 1
00 0O0O0O0 2 100 00 10

G,

12
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Observacion 1.3 Las matrices Laplaciana y Laplaciana sin signo de G son matrices
semidefinidas positivas (ver [3,[9]) y sus espectros son llamados espectro Laplaciano
y espectro Laplaciano sin signo de G, respectivamente. Se sabe que los espectros
(conjunto de autovalores) de Lg y Qg coinciden si y solo si G es un grafo bipartito
(ver [8,[14,[13]). Considerando cualquier matriz M se denota su espectro (el conjunto
de los autovalores, considerados con sus multiplicidades) de M por o(M), el espectro
de la matriz de adyacencia de un grafo G, 0(Ag), es simplemente denotado por
o(G) y se designa por espectro del grafo. Usualmente, las multiplicidades de los
autovalores son representadas en el conjunto o(G) como potencias en corchetes. Por
ejemplo, o(G) = {A[lml],k[gmz], . ,)\Lm”]}, denota que \, tiene multiplicidad my, s
tiene multiplicidad mso, etc. Si X es un autovalor del grafo G y u es su autovector

asociado, el par (A, u) es llamado autopar de G.

Definicion 1.20 ([35]) La traza de una matriz A = (a;;) € C™", denotada por

tr A, se define como la suma de los autovalores \q, ..., \, de A, es decir
trA=XM\N+ -+ A\,

Ademds, por la ecuacion del polinomio caracteristico
pa(A) = det(A, — A),

al expandir el determinante se tiene que la traza es igual a la suma de los elementos

de la diagonal principal de A, es decir

tI“A:CL11+CL12+"‘+anm

i=1
Definicion 1.21 ([35]) Si A = (a;j) € C"*" se define el radio espectral de A por

p(A) = méx{|A| : A es un autovalor de A}.

13
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1.2. Resultados relevantes en la Teoria de Matrices

A continuacion se presentan resultados y teoremas de la Teoria de Matrices

que seran relevantes para el desarrollo de este trabajo.

Teorema 1.6 (Cauchy-Schwarz) ([35/) Sea V' un espacio con producto interior

sobre un cuerpo R o C. Entonces todos los vectores x,y € V', cumplen

(2, y) > < (x, 2)(y, ),

y se cumple la igualdad si y solo si x e y son linealmente dependientes. Ademds si

|lz|| = \/(z, x), esta desigualdad se reescribe como

[z, y)| < ll[lfly]

Teorema 1.7 (Descomposicion espectral) ([33]) Sea A = (a;;) € C"*" una ma-
triz normal con autovalores i, g, ..., \,. Entonces existe una matriz unitaria cua-
drada U, tal que

A = U*diag(Ai, A, ..., Ay)U.

Teorema 1.8 (Discos de Gersgorin) ([35, Teorema 2.12]) Sea A = (a;;) € C**"

Y sea

n
Ty = Z ]aik], 1= 1,2, oy N

ki

Entonces todos los autovalores de A pertenecen a la union de los n discos cerrados
n
U {z€C:|z—ayl <r}.
i=1

Ademads, si una union de k de estos n discos forma una region conectada que estd
disjunta de los discos n — k restantes, entonces hay exactamente k autovalores de A

en esta region (contando las multiplicidades algebraicas).

14
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Teorema 1.9 ([34, Teorema 1.1]) Sea A = (a;;) € C*" una matriz cualquiera y

A1,y Ap Sus autovalores. Entonces existe un entero positivo k € N, tal que

A — agr| < 1p(A), con rp(A) = Z lagil, i=1,2,...,n.
J7#k
Teorema 1.10 (Wielandt) ([35, Teorema 7.30]) Sea A = (a;;) € C™*™ una matriz
semidefinida positiva, \y y A, el mds grande y mds pequeno autovalor de A, respec-
tivamente. Entonces para todo par de vectores ortogonales x,y € C*™!, se tiene

AL — Ay
AL+ A

2" Ay|* < ( )2 (2" Az) (y" Ay).

Teorema 1.11 (Desigualdad de Kantorovich) ([23]) Sea A = (a;;) € C"*" una
matriz definida positiva, simétrica y con autovalores Ay > --- > \,. Para cualquier

vector x, se tiene
(2Tx)? S AN,
(2T Az)(zTA12) = (M + )2

Teorema 1.12 (Rayleigh-Ritz) ([34, Teorema 8.8]) Sea H € C"™" una matriz

Hermitica. Entonces

Amin(H) = min 2*Hx y Apsx = max " Hez.
x*r=1 r*r=1

Teorema 1.13 (Intercalamiento de Cauchy) ([35, Teorema 8.10]) Sea H € C**™

una matriz Hermitica particionada como
A B
B* C
con A € C™™ una submatriz principal de H, 1 < m <n. Entonces
Mean-m(H) < M(A) < N(H), k=1,2,...,m.
En particular, cuando m =n — 1, se tiene

A(H) < Aot (A) € My (H) < -+ < Mo(H) < M(A) < M\ (H).
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Capitulo 1: Resultados relevantes en teoria de matrices

Teorema 1.14 (Weyl) (29, Teorema 10.3.1]) Sea H la matriz exacta y P una
matriz de perturbacion que representa la incertidumbre. Considere la matriz M =
H + P. Sea M con autovalores my > --- > m,, H con autovalores hy > --- > h,
y P con autovalores py > --- > p,. El teorema afirma que si M, H y P son todas
matrices Hermiticas de n X n, entonces las siguientes desigualdades se cumplen para
1=1,...,n,

hi +pn <m; < h; + pr.

Si P es definida positiva, entonces esto implica que

m; >h; VYi=1,...,n.

Corolario 1.15 ([32, Corolario 3.8]) Sea || . || la norma unitaria invariante, y sea
. . . A Ap
A la matriz particionada en la siguiente forma, A = . Entonces
Agp Ag
| A [[<IFA

Lema 1.16 [16, Lema 2.2] Sea A una matriz simélrica no negativa y x un vector

unitario. Si p(A) = T Az. Entonces
Az = p(A)zx.

Lema 1.17 (Desigualdad de Ozeki) [17] Seaa = (a1, as,...,a,) yb= (b1,bs,...,by,)
dos vectores con 0 < my < a; < My y0 <my <b; < M, parai=1,2,...,n, para

algunas constantes my, mq, My y Ms. Entonces

() (57) - (Som) < Fosan—mom
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Capitulo 1: Resultados relevantes en teoria de matrices

Un resultado importante y que se usara durante todo este trabajo es el siguiente:

Proposicion 1.18 ([9/) Sea A,x, la matriz de adyacencia del grafo G y A\j,1 <1 <

n sus autovalores. Entonces

Zd = 2m = tr(A?) = Zv

Demostracion: Si A = (a;j)nxn €s la matriz de adyacencia del grafo G, entonces

ayr a1 ... QAip

21 Q29 ... Q9
A=

ap1 Gp2 ... Gpp

La entrada (7,7) de la matriz A? es

n
2 _
k=1

En particular, dado que A es simétrica, la entrada (i,7) de A2 es

n
2 2
Q= § Qjp. -
k=1

Luego, para la traza de A?

(A% = D az=) ) dj

=1 k=1
_ 2 2 2 2
- a11+a12+a13+"'+a1n

+a§1+a§2+a§3+---+agn
+a3; + a3y + a3z + - - + a3,

+ai, +aky +aiy+ o+ al

nn-

17



Capitulo 1: Resultados relevantes en teoria de matrices

Como a; =0,Vi=1,...,ny a;; = aj;, Vi,j = 1,...,n, se tiene que,

tr(A?) = 2aj, +2ai;+ - +2a3, + 2a5; + - -+ + 2a3,
+2a3, + -+ 2a3, + -+ 205y,

= 2(afy+ajs+-Fal, Fass+ o as, Fag o ag, + - an_y)

Puesto que afj = 1 cuando los vértices i y j son adyacentes, a%y + a5 + - -+ + a?, +
a3s+-+ad, +ai, +--+ai, +-+a’_,, =m, donde m es el ntimero de aristas
del grafo, lo que implica

tr(A?) = 2m.

Asi, usando el Teorema [I.1] y se tiene

n

idi =2m = tr(A?) = Z/\?

i=1 i=1

18



Capitulo 2

AMPLITUD DEL ESPECTRO DE
MATRICES

En el presente capitulo se hace una revision bibliografica y se muestran algu-
nos de los resultados mas conocidos referentes a cotas inferiores y superiores de la
amplitud del espectro de una matriz. La amplitud de una matriz A se define como

la distancia méaxima entre pares de autovalores distintos de la matriz A,

s(A) == max(X; — X;),

2Y]

donde \;, con 1 < i < n, son los autovalores de A.

2.1. Cota superior de Mirsky para la amplitud de
una matriz cuadrada

La primera cota encontrada es un resultado de Mirsky en 1956.

Teorema 2.1 (26, Teorema 1]) Sea A = (aij)nxn cualquier matriz. Entonces

S(4) < 2041 - 2 ()



Capitulo 2: Mirsky

y se cumple la igualdad si y solo si A es normal (AA* = A*A) y los autovalores
A1,y Ay cumplen la siguiente condicion, dado n autovalores son tales que n — 2
entre ellos son iguales a la media aritmética de los otros dos. Ast, diremos que losn

autovalores satisfacen la condicion € la cual serd denotada como

Ap—1+ A
A= Ay = %ﬂ (2.1)

Ejemplo 2.1 Si esta cota se aplzca a la matmz de adyacencia, A = A(G), de un
grafo G, recordando que || A||% = Z lay|* = Zdi = 2m, entonces s(G) < 2/m.

7,7=1 1=1
Si ademds se toma el grafo G = K., el cual tiene un conjunto de autovalores

dado por o(Kap) = {—+vab, 0024 \/ab}, entonces la condicion € se cumple y en

consecuencia, la cota es alcanzada por la amplitud de A(K,p).

Cuando las raices del polinomio caracteristico de A son reales, el siguiente

resultado produce una estimacion generalmente mejor que la del Teorema [2.1]

Teorema 2.2 (26, Teorema 2]) Sea A = (aij)nxn una matriz Hermitica. Entonces

s(A) < \/2 (1 - 1) tr(A2) — %trz(A),

n

donde

() = 3 M= S

1<i<j<n |Aji  Qjj 1<i<j<n
Para demostrar este resultado se necesita de la siguiente herramienta.

Lema 2.3 ([20, Lema/) Sean zi, ..., z,, nimeros complejos y dada la relacion,

s = max; j |2; — zj|. Entonces,

ns
>, -zt > 5

1<i<j<n

y se cumple la igualdad si y solo si zy, ..., 2z, cumplen la condicion € .
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Capitulo 2: Mirsky

Demostracion: Sin pérdida de generalidad se asume que, s = z, — 2,1 > 0.
Se define,
22; — (Zn—1 + 2n) Swi | (a1t 2
w; = , R = 1= 1, , N, (22)
S 2 2
con,
o Zn—1 — Zn o 1 o Zn — Zn—1 1 S
Wp—1 = — T 4 Wp = — L y ’Zz Zj‘ _’wi - W]
] S 2
Entonces,
2
) S
> la—zl* = > 5 lwi = wjl
1<i<j<n 1<i<j<n

2 n—2 n—1
S
= Z Z |wi—wj|2+Z|wi—wn_1|2+Z|wi—wn|2>
1<i<j<n—2 i=1 i=1
82 n—2 n—2
-7l X |wi—wj|2+2|wz-+1|2+2!wi—1|2+|—2I2>
1<i<j<n—2 =1 =1
82 n—2
= 7\*t > ’Wi—wj’2+22(’%\2+1)>
1<i<j<n—2 =1
82 n—2
1<i<j<n—2 i=1
82
> T(+m—4)
_ ns
= 5

Se cumple la igualdad si y solo si,

2.

1<i<j<n—2

Jw; — wj|* =

n—2
O’ wlz...:wn72:0’ y Z‘(,%F:O
i=1

Sin embargo, esto ocurre si se da la relacion de la ecuacion ([2.2))

Zn—1 + Zn
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Capitulo 2: Barnes & Hoffman

De esta manera se llega a la condicion € ((2.1)). O

Con este Lema previo ya se puede iniciar la demostracion del Teorema [2.1]

Demostracion del Teorema 2.1: Al reemplazar z1, . . ., 2, por los autovalores

Ay ..., A, de A, en el Lema [2.3] se tiene

n s
2
Entonces,
> =P
1<i<j<n
n s
2
s(A)

VAN

<

dolm—zml= D =Nl

1<i<j<n 1<i<j<n

Z Al = Ay = A+ [y

1<i<j<n
Yo NI = DY (A AN
1<i<j<n 1<i<j<n
(=1 NP = D> (AN + AN
i=1 1<i<j<n
n >IN - ( > AN HEAN) Y M)
i=1 1<i<j<n i=1
nY NP = Y (N A
i=1 1<i<j<n

nYy NP = Jee(A)
i=1

ny A — [t (4)
=1

2
V2041 = 2

Dando como resultado el hecho presentado en el Teorema Ademas, si los auto-

valores son reales,

1<i<j<n

=N = (n—l)i/\f—Z >N
i=1

1<i<j<n

—— < (n—1)tr(A?%) — 2try(A)

s(4) < \/2 (1 _ 1) tr(A2) — %trg(A).

n
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Capitulo 2: Barnes & Hoffman

Se tiene el resultado propuesto en el Teorema [2.2] O

2.2. Cotas inferiores de Barnes y Hoffman para la
amplitud de una matriz normal

En esta seccion se detallan los resultados de Barnes y Hoffman, presentados
en 1994 (ver [3]). Donde es de relevancia el hecho de que si A es una matriz normal
por el Teorema de descomposicion espectral, Teorema [I.7, A se puede descomponer
como A = UDU¥, entonces esta representacion de A muestra que las entradas de
la diagonal son una combinacién convexa de los autovalores de A, denotados por .
Por el Teorema de intercalamiento de Cauchy, Teorema [I.13] y en particular si A es
Hermitica se obtiene la siguiente desigualdad,

s(A) = max(a; — ag;). (2.3)

Z?]
Un mejoramiento de este resultado es dado por Mirsky en [27]. Donde muestra que,
s(A)? > max {(@i — aj;)* + 4lag|*} . (2.4)
i#j
Nuevamente con el Teorema de intercalamuento de Cauchy, Teorema [1.13] calculan-

Qi Qg

do los autovalores de A = , se tiene

Aji  Qjj

PA()\) = det(A — /\I) = )\2 - )\(CL” + Cij) + A3;Q55 — Qi5Qj4,

_ i tag;+ V(@i + aj;)? — 4agaz; — aijag;)

A 5 )
N = B4 = /(s F ) — Aanayy — aya)
. .
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Capitulo 2: Barnes & Hoffman

Entonces,

(M= X2)? = (ai +a5)* — 4ai + aj; — aiay,)
= ay + 205055 + aj; — dagaj; + 4agiag;
= (ais — aj;)* + daija;.

Finalmente, tomando el maximo se tiene la cota de Mirsky ([2.4). Ademaés, Scott en
1985 (ver [30]) da el siguiente resultado.

s (A) Smé@X{Mu‘—@jj|+Z!@ik|+Z!@jk’}- (2.5)
" P Py
El cual puede ser demostrado usando el Teorema de discos de GerSgorin, Teorema

L9

|)\1 — )\]| = |)\z — Q4 — )\j + Cljj + Qi — ajj|

IN

[Ai = au| + | — ajj| + |ai — a4l

IN

T; + T’j + |az’i — ajj|
n

n
D lail + > lagel + lai — ajl.

ki ktj

Luego, tomando el maximo en ambas partes de la desigualdad se tiene la cota ({2.5)).
Por otro lado, el siguiente resultado dado por Barnes y Hoffman da una mejora

a la cota (2.4)), su demostracion sigue un poco la idea usada para obtener la cota

E3).

Teorema 2.4 ([3, Corolariof) Sea A = (a;j)nxn una matriz Hermitica. Entonces

s(A)? > max {(an‘ —a;)’ +2) lawl +2> |ajk|2} :

Z?-]
ki k]
Demostracion: Sean r, d y ¢, el radio, el didmetro, y el centro del disco més pequeno

que contiene todos los autovalores de A. Sean e; y e; el i—ésimo y j—ésimo vector
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Capitulo 2: Barnes & Hoffman

canénico unitario, 7 # j y {uq, ..., 4, } un conjunto ortonormal de autovectores para
A correspondiente a los autovalores Ay, ..., A,. Es decir, Aup = \yug, paral < k < n.

Si se escribe,

n n
€; = E QU Yy €5 = E Brug.
k=1 k=1

Los vectores de coordenadas o = (ay,...,a,) v B = (B4, ..., Bn) son ortonormales

porque e; y e; son ortonormales. Ademas, si x,y € R™*!,

- C-S N-E | e n
()l = D @] < lalllyl =" (| D01l | Do Il
i=1 j=1 k=1
es decir,
n
lzl® = Jal.
j=1
Entonces,
n n 2
jaii — e + > lawl> = [(A—cDe® = [[(A—cl) Y apu
ki k=1

n 2

Z(Auk — cluyg)ay, Z ag(Ap — c)ug
k=1 k=1

n n
= et < Yab?t = faft = 2
k=1 k=1

2

n
Similarmente se procede para, |a;; — c|* + Z |lajx|*> < r*. Por lo tanto,
k£

n n
1
la; — 6‘2 + ]ajj — CF + Z |@ik‘2 + Z ‘ajk‘Q <2’ = §d2- (2.6)
k#i k#j
Si se toma la siguiente expresion, |a; — c|? + |aj; — c|*>. Desarrollando,
laii = c* +laz; — el = Jaul* — 2cas + ¢* + |a;|* — 2cay; + ¢*
= laal* + lag;|* — aiiaj; + anaj; — 2cai
—2ca;; + 2¢*
1

1
= 5@ —a)’ + S (ai + aj; — 2)°.
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Capitulo 2: Barnes & Hoffman

1
st _ 2
La cual alcanza el minimo cuando, ¢ = 5(%- + aj;), y su valor es 5(% —aj;)?, es
decir,
1

5(%’ —aj;)? < ai — ¢’ + |ag; — . (2.7)

Entonces, sustituyendo ([2.7)) en ({2.6)),

1 - - 1
5 (@i = ai)* + ) laal + ) lagl* < 5 &,
ki kAj

@ > (ai—a;)+2) lawl+2 lapl’,

ki k#j
n n
s(A)? > rrl;e}x {(aii —aj;)? + 22 |ai]? + 2 Z |ajk|2} .
’ ki k]
Se tiene la cota inferior deseada. O

Ejemplo 2.2 Si esta cota se aplica a la matriz de adyacencia asociada a un grafo
G de orden n, con grado vértice mdazimo A, es facil ver que s(G) > 2v/A. Ademds,

si G = K11 (estrella de n vértices) se alcanza la igualdad.

Teorema 2.5 ([3, Teorema 3.1]) Sea A = (aij)nxn wna matriz arbitraria con auto-
valores Ay, ..., A\p, y teniendo como mdrimo K — 1 elementos no nulos fuera de la

diagonal. Entonces

. . 1/2
S(4) < Vi (| a2 el + 2 ’“ﬂ"f) |

ki k£j

Demostracion: Por el Teorema de los discos de Gersgorin, Teorema [1.9]

n n
A =il <ri=) law] v Ag—agl <= lagl.
K =
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Capitulo 2: Barnes & Hoffman

De esto se sigue que,

Ao = Adl < A = ai] + ai — ag5] + ag; — Aq
< aa = agl + D lai + Y lagl
ki Py
1 1
= |aii_aﬂ|+ZE<\/§|‘L“€D+ZE(\/§’“J”C|)
Kt Py
D-T "1 "1
< ai —agl + Zﬁ(\@aik‘) + Zﬁ(\/ﬁ‘aﬂf‘)
Kt oy
C—S n 1 n n 1 n
< llas — aglll + Zﬁ > V2lau || + ZE > V2]ap
Kt ki oy oy
= ,/|au~ — (ij‘z + Zi ZQ‘&ZHQ + 25 22|ajk|2
\ Kt © O\ ki Kti O\ K
C-s n—1 n-—1 L . )
< (L E g gy |l — gl + ) 2dail* + > 2anl
ki ki

Observando que ahora n puede ser cambiado por K, se tiene la cota superior deseada.

¢

Corolario 2.6 ([3, Corolario (Scott)]) Sea A = (a;j)nxn una matriz Hermitica, se
define:

G(A) = méx {|au‘ —agl+ Y law] + |ajk|} 7

ki k]
con Ay > Ay > ... > \,, los autovalores de A. Si A tiene como mdrimo K — 1

elementos no nulos fuera de la diagonal. Entonces

G(A) < s(A) < G(A).

=l
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Capitulo 2: Barnes & Hoffman

Demostraciéon: Para K € N, se tiene
Por (2.5), s(A) <G(A) = VEs(A) < VKG(A),
Por Teorema [2.4]

s(A)* > méx {(au’ —ay)+2) laal*+2) |ajk|2} = B(4).
” ki Py
B(A)Y?2 < 5(A) = VKB(A)Y? < VKs(A).
Por Teorema , s(A) < G(A) < VKB(A)Y2.

Entonces,

s(4) < G(A) < VEB(A)V? < VEs(4) < VEG(A),

1
= GA) < 5(4) < G(A).

Con base en el Teorema [2.1I] Barnes y Hoffman dan el siguiente error.

Teorema 2.7 ([3, Teorema 3.2]) Sea A = (aij)nxn una matriz Hermitica (n > 3)

se define:

M) = 2141~ 2 )

Sea A\ > XNy > ... >\, los autovalores de A. Entonces

\/g M(A) < s(A) < M(A).

Demostracion: Sean r,c y d, radio, centro y diametro. Por lo visto en el Teorema

2.4

n
|au‘—0|2+2|aik’2 <r?oi=1...,n
kit

De esto se sigue que,

nr? > Z (]ajj —c*+ Z \ajk\2> = H(c). (2.8)

oy
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<|au’ —cP+ ) |aik|2> = ) (|aii|2 —2caz + ¢+ ) |ajk|2)
- ,

i= kit i=1 ktj
n n n n
2 2 2
= E || —205 az; +nc” + E E laj|
i=1 i=1 i=1 k#j

= ||A|% =2 c tr(A) +n
Si,

h(c) = nc® — 2ctr(A), h(c) = 2nc — 2tr(A). (2.9)

tr(A

, ¥ este minimo tiene el valor

(5) - () 2 (50 i

Entonces, (2.9) alcanza su minimo cuando, ¢ =

de:

LR (AP
=~ lu(a)

1
Luego, (2.8) alcanza su minimo en: |[|A[|? — =|tr(A4)[*. Si,
n

n? =n (C—i)2 _p A (2.10)

s(A)? 2 1 2
> J|A|IF — —|tr(A
> AP - (4]
s 2> 2 (247 - 2 (AP
= - .
Se tiene el error propuesto. O
A — A\
Ademas, los autores obtienen dos cotas usando el siguiente cociente, ﬁ, el
1 n

cual surge en [23] mientras se calcula el radio de convergencia del método del descenso
més rapido (ver detalles del método en [6]). El célculo de dicha convergencia se basa

en usar la desigualdad de Kantorovich [1.11]
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Teorema 2.8 ([3, Teorema 4.1]) Sea A = (aij)nxn una matriz Hermitica, definida

positiva y con autovalores A\y > --- > \,. Entonces, para todo v y j se cumple
NETRY: (aii—ajj)2+2\aik|2+2|ajk|2
) SR,
1 n
(@i + ag)? + Yol + > lajl
ki k#j

Demostracion: Al resolver los cuadrados, hacer las multiplicaciones y agrupaciones

correspondientes en ([2.11]), se observa que es equivalente a

n n
S aal? + > lal
k=1

2 2
b=l < ALt A, (2.12)
4 Qi Q54 4)\1)\71
Al usar la notacién introducida en la demostracion del Teorema
ai; = €] Ae; = Y ), D lanl® = [ Aeil* =D apy,
k=1 k=1 k=1
donde o = (v, ..., ay) es un vector unitario. Dado que Ay > --- > A, se tiene
A=A = M+ 200k — M)
A < Al 4+ aidva ) — g (a + A
daiAl < D AN+ o+ ) = Y afd (A M)
k=1 k=1 k=1 k=1
Z lag? < A2+ (M4 M) (@i — M),

k=1

Similarmente, Z laje|> < A2+ (A + Ao (aj; — A\n). Usando estas desigualdades en

k=1
el lado izquierdo de la ecuacion (2.12), se observa que
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Capitulo 2: Barnes & Hoffman

n n
Z i’ +Z il
k=1

k=1

<
4 an»ajj - 4 CLiiCij
- 2)\% —+ ()\1 + /\n)[(a“ + Cljj) — 2>\n]
N 4 aiiCij
- ()\1 + )\n)(a“ + ajj) — 2)\1)\71
N 4 Qi Qg
. )\1>\n ()\1 + )\n) (aii + ajj) 2
N 2 |: 2)\1>\n Qi Qg j B 2(17;7;CL]']':| .

. 1 1 .
Definiendo r = — e y = —, se tiene
i ajj

> awl + 7 Jagl?
k=1 k=1 )\1>\n ()\1 + /\n) (ZE + y) —zy (2 13)
4 Qi Qg j - 2 2/\1)\71 ’ )

Por (2.3)) se puede afirmar que las entradas de la diagonal de A estén contenidas
en el intervalo C [\, A\, es decir z,y € [1/A1,1/\,]. Con esto se puede maximizar
(2.13)). Sin pérdida de generalidad, si se supone que este maximo se alcanza cuando,

1/1 1 AL+ A,
R (T S ) 2.14
=y 2 ()\n + )\1) 20, ( )

Al reemplazar (2.14]) en (2.13)), da lo siguiente
Jairl* + Y lail”
2 ; M) (At 1A+
20\, A, 4\ M,

k=1 = < )\1)\71
4 Qi Qg5 - 2
M A 2042 A+ A
SMiA, T 8\, 4N A,

Por lo tanto, se obtiene ([2.12]). O
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Teorema 2.9 ([3, Teorema 4.2]) Sea A = (Gij)nxn una matriz Hermitica, definida

positiva y con autovalores \y > --- > \,. Entonces
, @i — agi? +2) " fail* +2  Jag/’
AL — A\ ki kj
(/\1 ) ) > — — ) (2.15)
(aii + aj5)? + las — aj;* + 2 laal* + 2 lajl’
ki k#j

A — A A+
Demostracién: Si se define r = -+ 5 "= ! ;L i

Entonces el lado izquierdo de (2.15)) queda como

n n
|aii — C|2 -+ |ajj — C|2 -+ Z |6Lik|2 + Z |Cljk|2

M=\ 22 ki k]
= — > : 2.16
()\1 + )\n) 2c2 — 202 ( )

y se usa la relacion de ({2.6)).

Para buscar cuando el lado derecho de (2.16)) alcanza su valor minimo, se define:

la — x>+ b—z*+d
222 ’

fz) =

f,(x)__a2—|—bz—a:v—bx+d cop g AU+
B 3 ’  a+b

Al aplicar lo anterior a ([2.16), se tiene que el lado derecho de esta desigualdad alcanza

su valor minimo cuando
n

Zﬂaz’k\? + lagl?)

c= = : (2.17)
Qi + Cljj

Sustituyendo (2.17)) en (2.16]) se tiene ([2.15). O
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2.3. Cotas inferiores de Jiang y Zhan para la ampli-
tud de una matriz Hermitica

Finalmente, las cotas presentadas es esta secciéon, de los autores Jiang y Zhan,
fueron obtenidas en 1997 (ver [20]). Para la demostracion de dichas cotas es necesario

la presentacion de los dos siguientes lemas.

Lema 2.10 ([20, Lema 1]) Sea A = (aij)nxn una matriz Hermitica. Entonces

s(A) = 2rcré1’]11£1 |A —cI||.

L A+ A
El minimo se alcanza con cy = 7
Demostracion: Sean \; > ... > ), los autovalores de A, por el Teorema de des-

composicion espectral, Teorema [[.7, A = U*DU. Ademas si se define:

S(A):)\l—)\n:2m1;§1m§ix| Ai—c (2.18)
ce ?
Dado que,
T = 2minméx |\ — ¢
ceR 1

< Qméx |)\z — Co|
i

>\1+>\n )\1+/\n
= 2m4 _ L
max{ A1 5 A 5 }
) {’M—An )\n_)\l}
= 2max ,
2 2
= max|A; — A\,
T <|A1 — A\l (2.19)
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Capitulo 2: Jiang & Zhan

Ademés,

A=A < [ M—cl+e— A
< m;fix])\i—c|+ml§ix|c—)\i|
= 2 miéx |\ — |
< QICHE%ITD?X|)\¢—C|-
T > A1 — A\l (2.20)
Por y se tiene la igualdad de .
Ahora, al usar la igualdad ,
s(A) = M — N\,
= 2 rcrg]él mlf(ix |\ — |
= 2mcl'n||D—c[||
= 2mcin | U(D —c)U ||
= 2mcl'n | U"DU — ¢l ||
= 2m61'nHA—c[H.
Se tiene asi, la prueba del lema. O
Del Colorario [1.15] resulta natural el siguiente Lema.
Lema 2.11 ([20, Lema 2/) Sea || - || la norma unitariamente invariante, y Ao cual-

quier submatriz de una matriz arbitraria A. Entonces

I Ao [<I Al

Las cotas inferiores que presentan Jiang y Zhan son las siguientes:

Teorema 2.12 ([20, Teorema 5/) Sea A = (a;;)nxn una matriz Hermitica. Entonces

s(A)* > max {(aii —aj;)?+2 Z |ai]* + 22 |ai|® + eij} :

i#]

ki k]
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Capitulo 2: Jiang & Zhan

donde
2fij» S1 Gy = Qyy,

0 — 2
Y min {(aii —aj;)? + 2|(ai; — a;5)* — fijl, } , en otro caso.

(@i — a]])2

n n
fl] = Z ’aik|2 -

ki k]

Demostracion: Sea A = (a;;j)nxn con a;; =aj y ¢ € R. Por el Lema 2

A = eI =

Qi1 G2t Gy —C Qi (2.21)

aji G2 v Gy QG —C

00~ (2
Y/ \Y yr* yy*

Al calcular los autovalores de la matriz (2.22), y tomar || - [|* := Auax(a),
IG)C)
Y/ \Y

2|

Si x e y son vectores fila,

2

1
= 3 [m +yy' + (@t — yy)? + 4ll’y*|2] . (2:23)

y y

- |GC) T

Donde,

2

> xxt +yy" + et — gy (2.24)

5 (@i = a;;)” + ) laa + ) lal* + 3

ki oy
n n
+ (@i — aj;)t + Z |air|* — Z |ajk|2 ,
ket P

Si se define la siguiente funcion:
t2
U(t) = 3 + |at +b], a #0, a,b,t €R,
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Capitulo 2: Jiang & Zhan

n n

donde a = (aii — ajj), b= Z ’CLik|2 — Z |Cljk|2 y t= a;; + Cij — 2c.
k#i k#j

Esta funcién alcanza su minimo cuando, t = {£a, —b/a},

) , a2 ) b2 1 ) ) , b2
V() =min (g e =l g ) = gip (@ 2l =10l 57 )

teR

Luego, al sustituir (2.25)) en el desarrollo de (2.24)),
()0
Yy, \y

con e;; cumpliendo las condiciones del teorema.

Entonces ([2.26)), se convierte en
1 1 < I < 1
> (@i —a;)’ + 5 > laal* + ) > e+ 16

GG

Finalmente, al usar (2.21)), (2.27) y el Lema [2.10} se tiene

2 n n
1 1
> Slai—ag)’ + > lail” + ) lajl* + 5Cid»

). ‘
ki kj

2

s(4) = 2min|lA—cl |
06
0)0)

> 2min
ceR

2
s(A)? = 4min

ceR
|1 1 — 1 — 1
> 4min {Z(aii —a;) + 5 Z jal” + 5 Z Jaji|* + Z—le@-j}
k#i k#j
s(4)? = méx {(@n' — ) 2 aal>+2)  lapl* + ei]} :
ki oy

Asi, se obtiene la cota inferior propuesta.

(2.25)

(2.26)

(2.27)

O

Teorema 2.13 (20, Teorema 3]) Sea A = (aij)nxn una matriz Hermitica. Entonces

SQ(A) 2 mEiX {(a” — ajj)z + 2 Z ]aikP + 2 Z ‘Cljk‘z + 461']'} s

i ki ktj
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Capitulo 2: Jiang & Zhan

donde

( n

E ik Qjk | 5 st a;; = 0,

k#i,j

n
Cij = Z _
Im Q45 Qi
k#i,j
, €en olro caso.

\ ||

Demostraciéon: De la igualdad (2.23)),

6T

1
> 5 (@a” +yy" + 2ley’)) (2.28)

Al desarrollar ([2.28)),

z T %112 1 1 n n t2 n
‘ < >< > 2 3 i(aiz’—ajj)2+2’aik’2+2|ajk|2+§+2 aijt+zaikajk
N i = i)
1 (1 u - S
2 2 2 —
> 5 i(aii — ajj) + Z |aik| + Z |Cﬂjk| + 2 Qij t+ Z ik Qjk .

ki k] kij

Si se define la siguiente funcion:
T(t)=|at+bla,beC, a#0yteR,

n
donde a = a;5, b= E Qi y t = a;+aj;; — 2c.
kij
Esta funcion alcanza su minimo en,

Im(ab
min |at + b| = M.
teR |a|

Luego, al sustituir (2.29)) en el desarrollo de (2.28)), se tiene

* (12 n n
‘ (y) (y) 25 (5(% —aj;)’ + Z || + Z |ai|” + 2€ij) . (2.30)

k#i k#j
con e;; cumpliendo las condiciones del teorema. Entonces (2.30)), se convierte en

GG

(2.29)

2 n n
1 1 1
> é—l(aii—ajj)2+§Z|aik|2—l— §Z|ajk|2+eij. (2.31)
k#i k#j
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Finalmente, al usar (2.21)), (2.31)) y el Lema [2.10} se tiene

s(4) = 2min || Al |
0
()()

) 1 1 n 1 n
dmip { (@i — ;) + 5 3 laal + 5 ) lapf* + %}

ki k]

2 min
ceR

v

2

s(A)? > 4 miﬂg
ce

v

S(A)Q 2 Il’lé,X {(CL” — ajj)2 + QZ |a,~k|2 + 2 Z |6ij|2 + 4€ij} .

i7d ki k]

Asi, se obtiene la cota inferior propuesta. O

Teorema 2.14 ([20, Teorema 4]) Sea A = (aij)nxn una matriz real y simétrica.

Entonces

s*(A) > max {(aii — a]‘j)z + QZa?k + QZa?k + 4%} ,

i ki kg
donde

( n
E Qi Ajk
k#i,j

4 n 2
€ij = " E Ak Ak

Qi; — ik ik || 9 5 ,
ki, (2ai;)

s Sl @iy = 0,

en otro caso.

. 2
min ¢ a;; +

\ \ y,

Demostracion: Si se toma de nuevo el desarrollo de ([2.28)),

z\ (z\" 1 9 = 9 = , 2
piv o —a;)’ + ) jaj+) aj+ 5 +2

k#1 k#j
y se define la siguiente funcion:

2 n
aijt + Z ik Ak
ki

N

)

t2
q)(t):§+2|at+b|, a#0, a, bt €R,
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n
donde a =a;;, b= Z ikl Y t = a; + aj; — 2c.

py
Esta funcién alcanza su minimo cuando, t = {£2a, —b/a},
v? b?
min &(t) = min {2(a2 + [2a — |b]]), ﬁ} = 2min {a2 + |2a® — |b|], @} . (2.32)

Al sustituir (2.32)) en el desarrollo de ([2.28]), se tiene

1C)C)T

con e;; cumpliendo las condiciones del teorema. Luego, al usar (2.21), (2.33)) y el
Lema [2.10]

1 1 < 1 <
> Z(aii—ajj)2+52a?k+52a?k+eij. (233)
ki ktj

S(4) = 2min | Al |

ANZAN
a0 ))
ceR y y
T T * (2
5(A)? > 4min ( )( )
ceR || \y/ \y
)1 RGPS
> 4m1ﬂ1§ Z(aii—ajj) +§Zaik+§z%k+em~
“ ki K
5(A)? > max {(aii —aj;)? +2 Z az, + 2 Z a?k + 461']'} :
7 ki k)
Se obtiene la cota inferior propuesta. O

En el mismo orden de ideas, Johnson, Kumar y Wolkowicz en 1985 (ver [21]),

probaron que si |a| y |3] son la cardinalidad de los conjuntos finitos a y 5. Entonces

2
A) > —— ij| >
W= T Z

JEB

donde a, 6 # 0, o, C{1,2,...,n}, aUB={1,2,....,n}yanpg=»0.

Observacion 2.1 El ajuste de esta cota depende de la particion que se haga de los

conguntos a y [. El teorema siguiente establece una relacion para esta particion.
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Capitulo 2: Jiang & Zhan

Teorema 2.15 ([20, Teorema 6]) Sea A = (a;;)nxn una matriz Hermitica. Entonces

IRvAL

n
donde 0 #acC{1,2,...,n} vy |oz|§§.
Demostracion: Por teoria de normas, se tiene que

Al = (tr(A*A))"?

" 1/2
_ (z w)
ij=1

min {s,t}

- [ 3 2w

=1

1/2

Entonces, para cualquier matriz A = (a;;)sxt

1
\/ Améxaeny = |A]] =2 ————=||AllF.
(A*A) H H \/m" HF

Haciendo una particion (i € «) filas y (j € ) columnas, donde «, 8 # 0; «, 3 C
{1,2,...,n}, aUB={1,2,...,n}, an g =0y aplicando el Lema [2.11 se observa

que

[A=elll = |[(A=cD)alAll

[AlalA]]
1

min{|af, 5]}

1
Vmin{al, | 5]}

[ Al Bl 7

Z Ja|*.

1EQ
JEB
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Capitulo 2: Jiang & Zhan

Al ajustar 8 = {1,2,...,n}\a, restringir |o| < g y aplicar el Lema [2.10| se tiene

S(4) = 2min| A—cl |

Z ||

1EQ
JjEB

1
2
vmin{|al, |5}

n
donde 0 #a C{l,2,....,n} y |of<=. O
Hasta este punto, estas cotas fueron las mas 6éptimas encontradas para matrices

Hermiticas.
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Capitulo 3

DISTINTAS AMPLITUDES
ASOCIADAS A UN GRAFO G

Uno de los temas més estudiados sobre matrices M, asociadas a un grafo es
el espectro de estas matrices, que no es mas que el conjunto de los valores A para
el cual el operador (AI — M) no tiene inversa. A continuacion se define la amplitud

asociada a un grafo GG y se muestran algunas de sus propiedades.

Notacion 3.1 ([5,[12]) El espectro de la matriz de adyacencia del grafo G o espectro

del grafo G, Ag se ordena en forma no creciente y se denota como,
O'(G)Z)\l 2)\222>\n

Notacion 3.2 ([5, [37]) Para el espectro de la matriz Laplaciana del grafo G, Lg se

ordena en forma no creciente y se denota como,
o(Lg) i pn > pp > -+ > i, = 0.

Notacion 3.3 ([4, 22, 128]) El espectro de la matriz Laplaciana sin signo de G, Qg

se ordena en forma no creciente y se denota como,

0(Qc):q1>q > > .



Capitulo 3: Algunas propiedades de los autovalores de G

Definicion 3.1 ([12]) La amplitud del grafo G se define como,
s(G) = A1 — An.
Definicion 3.2 ([37]) Se define la amplitud Laplaciana de G como
SL(G> = M1 — MHn—1-
Definicion 3.3 (][22, (28/) La amplitud Laplaciana sin signo de Qg se define como,

SQ(G> =dq1 — Q4n-

3.1. Algunas propiedades de los autovalores de G

A continuaciéon se exhiben algunas propiedades béasicas relacionadas con las

definiciones dadas.

Proposicion 3.1 ([8, Proposicion 2.1]) Si G es un grafo conectado, entonces ¢, = 0

sty solo si G es bipartito.

Proposicion 3.2 ([22, Proposicion 1.1]) Si G es un grafo conectado, entonces q, =
0 si y solo si G es bipartito. Ademds, si G es bipartito, entonces Qg y Lg comparten

los mismos autovalores.

De este resultado se sigue inmediatamente que:

Proposicion 3.3 ([22, Proposicion 1.2]) Si G es un grafo bipartito, entonces p; =
@ = sq(G).

Un grafo G es llamdo k—regular sidy =dy = --- =d,, = k. Si G es k—regular,

es facil ver que ¢ = \i+k y q, = A\, +k. Por lo tanto, cumple la siguiente proposicion

Proposicion 3.4 ([22, Proposicion 1.3]) Si G es un grafo reqular, entonces s(G) =
sQ(G).
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Ademas, como se puede observar de la definicion [I.18] la matriz Lg = Dg — Ag
y de la definicion [1.19] la matriz Qg = Dg + Ag. Se tiene

Qo =2Ag + Lg.
De esto se sigue el siguiente lema.

Lema 3.5 ([11, Lema 2.2]) Sea G un grafo conectado, entonces 2\ < q, y se

cumple la igualdad si y solo si G es regular.

Observacion 3.1 El Teorema de Weyl, Teorema |1.14, establece una desigualdad
la cual se usarda en lo que sigue. Si se consideran dos matrices de dimension n y
Hermiticas, siendo ellas W y U con autovalores wy > woy > -+ > w, Yy u3 >
Uy > -+ > Uy, repectivamente, y la matriz Hermitica T = W + U con autovalores

TL > Ty > - > Ty. Entonces las siguientes desigualdades se cumplen
wy +u; <7 <wy Fu, (E<n).

Ast,

Wy +u <7y Swptu Yy Wyt Uy ST S Wy A Uy

Por lo tanto,
Ul — Uy + Wy — W ST — T S W — Wy + U — Uy,
lo que da las siguientes desigualdades para la amplitud de estas matrices
|s(U) — s(W)| < s(T) < s(W) + s(U).

Observacion 3.2 Sea G un grafo con grado de vértice mds pequeno y mds grande

0 y A, respectivamente. Por la observacion anterior, como Qg = Dg + Ag,

A =6 —35(G)| <s0(G) <s(G)+A—o.
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3.2. Relacion entre los autovalores de G

La siguiente desigualdad establece una relacion entre el autovalor Laplaciano

més grande y el autovalor Laplaciano sin signo més grande.
Lema 3.6 ([30, Lema 2.1]) Sea G un grafo. Entonces
p1 < qr-
Ademds, si G es conectado, se cumple la igualdad si y solo si G es un grafo bipartito.

Observacion 3.3 ([36]) Si G es bipartito y no estd conectado, la igualdad del Lema
se cumple.

Ejemplo 3.1 La figura a continuacion presenta un grafo no conectado y no bipartito,

pero donde se da la tgualdad de py = qy:

U7
V4 U1
Ve %
Vs U3

Ug

Figura 3.1: G= Kg U Kg,g.

Los autovalores Laplacianos de Kz son {30} y los de K3 son {5,3,2 0},
entonces o(L¢) = {5,381, 21210}, Ahora, los autovalores Laplacianos sin signo de K
son {4,120} y los de K3 son {5,3,2}, entonces 0(Qg) = {5,4, 3,23 12 0}. Por

lo tanto, se da la igualdad referida: py = g = 5. Ampliando la observacion anterior.

Observacion 3.4 Si G es un (n,m)—grafo conectado tal que m < n—1, entonces G

no tiene ciclos y por lo tanto es bipartito. Acd no estd de mds recordar que, un grafo
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Capitulo 3: Relaciéon entre los autovalores de G

es bipartito si y solo si no posee ciclos impares. Ademds, sqo(G) = ¢ = 1. Existen
en la literatura muchas cotas inferiores y superiores conocidas para este autovalor,

por esta razon, a partir de ahora solo se trata el caso m > n.
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3.3. Algunas propiedades para la amplitud del es-
pectro Laplaciano de un grafo G

A continuacion se exhibe un resultado similar a la cota superior de Mirsky,

Teorema 211

Teorema 3.7 [7, Teorema 8.1] Sea G un grafo con n > 5 vértices y m > 1 aristas.

Entonces

8m?

n—1’

sp(G) < \/QMl(G) +4m —
y se cumple la igualdad si y solo si G es uno de los grafos: K,,G(%, %), K1 U2KnT—l,

?@UQK@,KlUKEB,K@UKQQ.
3 3 2 19 3 373

Para un grafo k—regular con n vértices y m aristas, se tiene 2m = nky M;(G) =

nk?. Por lo tanto, el siguiente resultado se sigue directamente del teorema anterior.

Corolario 3.8 [7, Corolario 3.2] Sea G un grafo k—regular con n vértices. Entonces

51(G) < \/an:(n—k:—l)’

n—1

y se cumple la igualdad si y solo si G = K,.
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3.4. Algunas propiedades para la amplitud del es-
pectro Laplaciano sin signo de un grafo GG

A continuacion se exhiben resultados sobre sq(G).

Proposicion 3.9 ([28, Proposicion 2]) Para cualquier grafo bipartito conectado G
con n vértices

so(Py) =2+ 2(:08% < 50(Q).
Corolario 3.10 ([28, Corolario 13]) Sea G un grafo con vértices n > 5. Entonces
sg(G) < 2n —4,
y se cumple la igualdad si y solo si G = K,,_1 U K.

En la misma linea de ideas, se tiene el Teorema que da cotas para sg(G)

cuando G es un grafo conectado, pero para ello se necesitan los siguientes resultados.

Corolario 3.11 ([22, Corolario 2.1]) Si ¢ es el grado minimo de los vértices de un

grafo G, entonces q, < 9.

d
Sea m(v) = Z % Los siguientes resultados dan cotas superiores e infe-
u€eN (v)

riores para ¢;(G).

Proposicion 3.12 ([22, Proposicion 2.2]) Sea G un grafo conectado conn (n > 2)

vértices. Entonces
min{d(v) + m(v) : v € V(G)} < ¢:(G) < max{d(v) + m(v) : v € V(G)},

donde se cumple la igualdad en cualquiera de estas desigualdades si y solo si G es

reqular o semiregular bipartito.
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Observacion 3.5 Si G es un grafo bipartito conectado, por la Proposicion [3.3 se
puede concluir que las cotas para q;(G) en la Proposicion son también cotas
para so(G). Ast, la Proposicion también da cotas para sq(G) cuando G es un

grafo bipartito conectado.

Lema 3.13 ([22, Lema 2.1]) Si G es un grafo con al menos una arista, entonces
g1 > 1 > A+1..5i G es conectado, la primera igualdad se cumple si y solo si G es

bipartito, la sequnda iqualdad se cumple si y solo st A =n — 1.

Teorema 3.14 ([22, Teorema 2.1]) Si G es un grafo conectado. Entonces

A+1-6§ < 5¢(G) < max {dv + diZdu v eV, } = max{d(v)+m(v) : v € V(G)}

vV weE

y se cumple la igualdad si y solo si G es regular o semiregular bipartito.

Teorema 3.15 (22, Teorema 2.2/) Si G es un (n,m)—grafo conectado y n > 2.

Entonces

sQ(G) >

M(G) \/ 2m? + m? M, (G) — M2(G)

(n — 1)m? ’

y se cumple la igualdad si y solo si G = K,,.

Teorema 3.16 ([22, Teorema 2.3]) Sea G un (n,m)—grafo conectado y n > 2.
Suponiendo que G tiene un conjunto T mno vacio de t vértices independientes, el

grado promedio de los vértices es dy. Entonces

sQ(G) >

! t\/(ndo)2 + 8(m — tdo)(2m — ndy).

n —

Se sigue inmediatamente que:

Corolario 3.17 (22, Corolario 2.2]) Sea p el nimero de vértices pendientes del

grafo G. Si G es un (n,m)—grafo conectado con n > p > 1. Entonces

1
n—p

sq(G) > V2 +8(m —p)(2m —n),

y se cumple la igualdad st y solo st G = Ky ,—1 yp=mn—1.
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Si d(u) = A, entonces u es también un conjunto independiente de G. Por el

Teorema [3.16] se tiene

Corolario 3.18 ([22, Corolario 2.3]) Sea G un (n,m)—grafo conectado y n > 2.

Entonces

50(@) > —— /A + 8(m — A)(Zm — )

n —

y se cumple la igualdad si y solo si G = K,.
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Capitulo 4

RESULTADOS

Las cotas mostradas en el capitulo [2| y los resultados del capitulo anterior
seran usados en el presente capitulo para demostrar nuevas cotas y por medio de

comparaciones, verificar su ajuste.

4.1. Cotas superiores para la amplitud del espectro
Laplaciano sin signo de un grafo ¢

Utilizando la cota superior de Mirsky, Teorema , que es dada para s(G), se
demostré el Teorema , que es una cota dada para s;(G), ahora se usaran estas

ideas para dar una cota superior para sq(G).

Teorema 4.1 Sea G un (n,m)—grafo conectado. Entonces,

n n

n 2 2
s0(G) < 4|2 (Zd?+2m> s \/2M1(G) +am = 8

y se cumple la igualdad si y solo si G = Kyn.
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Demostraciéon: Dado que ()¢ es una matriz normal, aplicando el Teorema [2.1], se

tiene

2
sQ(G) < \/QHQGH% -t (Qa)l,
y se cumple la igualdad si y solo si los autovalores satisfacen la condiciéon €.

Como ||Qg||% = Mi(G) +2m y tr(Qg) = 2m, el resultado se sigue.

Si la condiciéon € se cumple,

2m = tr(Qg)
q1 + dn
= q+ (n - 2) 9 + qn
n

= (1 +qn) <§> = ngs

2m
G = —.

n

Luego, si se aplica el Lema y el cociente de Rayleigh, Teorema Se tiene,

2m 1 eTQGe<1
=0T Tete oMt
+qn 1
Entonces, g, = 5 I < 5 1= 2 =0+ < q1-
1
Ast, g =0y g2 = 5@1'
) dm ) n
Obteniendo, q; = 2¢; = — = G es regular con regularidad 5 O
n

Corolario 4.2 Sea Gy, un grafo k—regular con n vertices. Entonces
so(G) < V2nk,

y se cumple la igualdad si y solo si G = K

|3

n,
2

Demostraciéon: Como el grafo es k—regular. Entonces

M(G) = ) d} =nk”.
=1

kn

2m = kn = m:7.
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Por lo tanto,
8m? ) kn 8\ [kn\’
M (G)+4m — — = 2nk*+4( — |- (= | =
n 2 n 2
= 2nk® + 2nk — 2nk?

= 2nk.

Por el Teorema [4.1} el resultado se sigue.

n
Si G = Kz », entonces G es un grafo regular bipartito con k = 5

Asi,

Corolario 4.3 Sea G un (n, m)—grafo conectado. Entonces

_ 2
sQ(G>§\/2m( SN (1—nfl))+4m—8%,

n—1 n-—-1

y se cumple la igualdad si y solo si G = Kn n.

Demostracién: En el Teorema [I.5] demostro que:

Ml(G)gm( 2m +n_2A+(A—5)(1— = )) (4.1)

n—1 n-—-1 n—1

Reemplazando M;(G) en el Teorema por su cota superior en (4.1f) el resul-
tado se sigue.

Se cumple la igualdad si y solo si se cumple en Teorema y (4.1), o equiva-
lentemente G = K%,%. O
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4.2. Cotas inferiores para la amplitud del espectro
Laplaciano sin signo de un grado GG
Ahora, usando los Teoremas y se dan las siguientes cotas inferiores.

Teorema 4.4 Sea G un grafo de orden n con vértice de mayor grado A y vértice de

menor grado §. St A — 9§ > 2. Entonces

50(G) > /(A — )2 +2A + 26,
y de lo contrario (cuando A —§ <1)
sq(G) = 2VA,
y la igualdad se cumple para G = K.

Demostracion: Sea Q¢ = (¢ij)nxn la matriz Laplaciana sin signo de G, entonces

Q¢ es una matriz normal y por el Teorema [2.4]
sQ(G) = T,

donde

T = Hl!E}X\/(qz'z'—qjj)2+22|st|2+22|qjs|2

SFi s#£j

= midx \/(di — dy)? + 2(d; + dy).

1,7
En esta maximizacion se puede asumir (por simetria) que d; > d;. Ademas, al fijar

d; — d; a algin namero k € {0,1,...,A — ¢}, se tiene

T = mix mix V(d; = d)? +2(d; + dy)

j—di=
— z 7z 2 .
méx djrilc%}ik V2 +2(2d; + k)

= mix VE2+2((2A — k) + k),
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Capitulo 4: Cotas inferiores para so(G)

como k% + 2(2d; + k) es creciente en d;. Asi T = maxy Vk2 + 4A — 2k. Pero k? +
4A — 2k es un polinomio cuadratico convexo en k, se tiene que su méximo sobre

ke {0,1,...,A — 6}, se produce en uno de los dos extremos. Por lo tanto, con

T = max{2VA, /(A = 6)2 + 2(A +6)},

se da el resultado deseado. O

Sea V(A)={v e V(G) :d(v) =A} y V(0) = {v e V(G) : d(v) = d}.

Teorema 4.5 Sea G un grafo de orden n con vértice de mayor grado A y vértice de

menor grado §. Entonces

50(G) > V(A — )2 +2A + 26 4 4,
y la igualdad se cumple para G = Ky y G = K 3.

Demostracion: Sea Q)¢ = (¢ij)nxn la matriz Laplaciana sin signo de G, entonces

()¢ es una matriz simétrica y por el Teorema [2.12] se tiene

sq(G) > T,

donde

SF£1 s#£j
eij y fij son los dados en el Teorema [2.12]

I'= Hiljj?( \/<q” —q5)* + 22 lqis|” + 22 |gjs|” + €35,

Sea v, € V(A) y vy € V(8). Si Gojo = Givie» €ntonces e j, = 2fioio; de otra
manera
2
, ) , :
Cigjo = MM {(Qioio - Qjojo) + 2|(Qi0io - Qjojo) - fioj0|> %} )
(Gioio — Gjojo)
con

fiojo = Z ‘Qiok‘z - Z ‘QjokP = |d(1)1'0) — d(’l}jo)| =A —J.

k#io k#jo
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Asi,
Cinjo = MN{(A =62 +2|(A - 6)* — (A —0)|,1} = 1.

Por lo tanto,

['>\(A—6)2+2A+26+ 1.

El corolario siguiente es una consecuencia directa del teorema anterior.
Corolario 4.6 Sea G un grafo k—regular. Entonces s(G) = sq(G) > V4k + 1.

Usando el Lema|1.17] se obtendra una cota inferior para el so(G) en términos
de Mi(G), ny m.

Teorema 4.7 Sea G un grafo conectado con n > 2 vértices. Entonces

so(G) > %\/an(G) — 4m? 4 2mn.

Demostracion: Para esta demostracion se usara el Lemall.17 con a; =1y b; = ¢,
paral <i<n.Donde 0 <1<a <1,y0<gq, <b <q,1<i<n. Entonces
MMy = 1q; y mymg = 1q,. Por el Lema |1.17] se tiene
2
n n n 1
1 2 < 20— g2
13- (ou) < oo

Por lo tanto,

1
n(2m + My(G)) —4m* < Zn2(611 — )’
8m + 4M;(G)  16m?
- - —3 < 5(0)
2
5(G) > M”MI(G) ot

O

Observacion 4.1 Obsérvese que para un grafo G k—regular la cota inferior dada
por el Teorema m es 2V'k. Por lo tanto, para los grafos regulares, es peor que la
dada por el Corolario [{.0
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4.3. Cotas inferiores basadas en el principio mini-
max

En esta secciéon se introduce un principio para encontrar varias cotas inferiores
para la amplitud Laplaciana sin signo de un grafo.

Sea B, la bola unitaria en R". El siguiente teorema da un cota inferior para la
amplitud de una matriz simétrica real A = (a;j)n - El resultado se conoce realmente
en una forma ligeramente diferente, mas adelante se muestra como hacer esto, pero

se da una nueva prueba de esta desigualdad, usando ideas de la teoria de minimax.

Teorema 4.8 Sea A = (aij)nxn una matriz simétrica real. Entonces
s(A) > 2| Az — (2" Az)z||, para todo =€ B,.

Demostraciéon: Por el Lema se tiene que s(A) = 2mingeg ||[A — tI,|| donde
el minimo esta sobre todo t € R (esto se sigue facilmente del Teorema Espectral,

Teorema . Por lo tanto,

1 )
55(4) = minflA—tL|
= minmax||/(A — tI,)x]| (4.2)

> méaxmin [|[Ax — tx]|
xeB, teR

= miéx [|[Ax — (x7 Ax)x|.
XEBn

La desigualdad anterior se deriva de los argumentos minimax esténdar. De hecho,
para cualquier funcion f = f(x,t) definida en los conjuntos X y T, se tiene clara-
mente tljrelgf(x, t) < f(x,t) < f}g( f(«',t), para todo x € X y t € T. La desigualdad
deseada es entonces obtenida tomando el infimo sobre ¢ en la tltima desigualdad
y luego, el supremo sobre x. La igualdad final en se sigue ya que este es un

problema de minimos cuadrados en una variable ¢, para x € B,,, asi geométricamente

o7
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t se elige de modo que tx es la proyeccion ortogonal de Ax sobre la linea extendida
por x. El resultado deseado se sigue de (4.2]). O

A continuacion, se reescriben las cotas del teorema anterior. En primer lugar
observe que la demostracion de que la cota expresa lo siguiente: para cualquier
vector unitario x, la distancia desde Ax a la linea extendida por x es una cota inferior
para la amplitud. Asi, la cota tiene una interpretacion geométrica simple. Esto puede
ser 1til, en situaciones especificas, para obtener una x que da una buena cota inferior.

Ahora, un calculo sencillo muestra que
|Ax — (xT Ax)x|* = x" A%x — (xT Ax)?.

Asi, el Teorema [4.§| dice que

s(A) > 2max /xT A%x — (xT Ax)2. (4.3)

XEBTL

Por lo tanto, este resultado es en realidad el resultado presentado en |24, Teorema
4]. En [24] los autores afirman que este resultado se remonta a Bloomfield y Watson
en 1975 (ver [4]), y fue redescubierto por Styan (|33, Teorema 1], [I8, Seccion 5.4| y
[L9).

El resultado del Teorema también puede ser reformulado en términos de un
vector no nulo y = (y1, %2, .. .,¥,). Entonces x = ——y, es un vector unitario, y un

¥l
calculo simple, usando 4.3} da

nyzﬁg - <Z ?Jz‘ﬂ')
s(A) > 23— . . ,
= DU

(4.4)

donde

T:Ay: (Tl,TQ,...,Tn).
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Observacion 4.2 Del caso de igualdad del Teorema de Cauchy-Schwarz, la cota en

(4.4) es igual a cero cuando el vector T y y son una combinacion lineal del vector e.

Ahora, se puede obtener diferentes cotas inferiores para la amplitud Laplaciana
sin signo sg(G), para un grafo G, aplicando el Teorema a la matriz Laplaciana
sin signo (g y eligiendo un vector unitario especifico x, o un vector no nulo y, y
usando (4.4)).

Por ejemplo, considere la eleccion simple x = e;, la coordenada i—ésima vector.
Entonces Qge; — (el Qg e;)e; = QY — dse; (donde Q(C? es la i—ésima columna de

Qc), entonces 1(G, e;) = 21/d;. Esto da
so = s(GQ) > 2méx \/d; = 2VA,

una breve prueba de la segunda cota (cuando A —§ < 1) en el Teorema [1.4] Otra
aplicacion de este principio se obtiene utilizando x como el vector normalizado con

todos los elementos unos, lo que da la siguiente cota inferior

Corolario 4.9 Sea G un grafo de orden n. Entonces

50(G) > %\/an(G) )

1

Demostracion: Al usar (4.3) con A = Qg y x = Te, donde e representa el vector
n

de todos unos. Entonces x" A?x = e’ Q% e. Sea d = (dy,ds, . .., d,) el vector cuyas

componentes son los grados del vértice. Asi, Age =d v se tiene
e’Q%e = e'(Dg+ Ag)’e
= eTDé e+ eTAzG e+elAcDs e+ el DaAge
= M1<G) —+ HAG eH2 + (AG e)Td -+ (DG e)TAGe
= 4M,(G).
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Por lo tanto, (4.3) da

= é\/n]Ml(G) — 4m2.
n

O
A continuacién, al aplicar el Teorema [4.8 usando el vector de grados d =

(dy,ds, . ..,d,). Esto da el siguiente resultado, que se deduce directamente de (4.4)).

Corolario 4.10 Sea G un grafo GG. Entonces

2
> & |

SQ(G) Z 2

donde a; = d? + Z d; para i < n.
viv; €E(G)

Para el proximo, se dara un grafo G sin vértices aislados. Se puede usar (4.4))

con,y = (di',dy",...,d;"), la n—tupla del reciproco de los grados de vértice de G.

’'n

Corolario 4.11 Sea G un grafo sin vértices aislados. Entonces

2 2
sp(G) > % {Zdﬁz ( dooodt+ 1) - {Z ( > (didp)! +di1)] } .
(Z di_1> vjvp€E(G) 7 vivRk€EE(G)

@ J

Demostracién: El vector 7 = (11,7, ..., 7,) = Qy, entonces satisface
viv; €EE(G)
Ademas,

- (24) - (34)
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n n 1

2

2. 2= 1+ Y =
=1 =1 vi’UjGE(G) j

n 2 n
3. (Zyln> = Z %4—

Entonces, considerando x = —

2

1
Z ) did,;

i=1 vV EE(G

1
iy y en (4.4), el resultado se vale. O
y

Ahora, se establecen nuevas cotas inferiores sobre sq(G) basadas en otros prin-

cipios.

Teorema 4.12 Sea G un grafo con vector de grados d = (dy,ds, . ..,d,). Ademds,

si se considera d® = (dgz),d?, e ,dg)) Como el vector de los sequndos grados de
G, que es
d? = Ad,

donde A es la matriz de adyacencia de G. Entonces

En: & + Xn: did?
1=1 i=1

sQ(G) >

con

M (G)

-7

A+d A+d,)\?
T= min T < ;p) 11— Ad,

vpva €E(G) 2
d(vg)=A

Note que si G es un grafo bipartito entonces T = 0 = ¢,(G).

Demostraciéon: En la siguiente cota inferior para la amplitud s(B) de una

matriz de Hermitica B = (b;;)nxn,

TBS
s(B) > max © ©

se mostro

p#q (el B2 e

Reemplazando B por () = Qg se tiene

e’QPe=4 (i &2+ i didz(?)) .
=1 =1

2

bpp + bqq + \/(bpp B bqq)2 + 4|bpq’2 |
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Por la demostracion del Corolario
e’ Q% e = 4M(G).

Entonces

4 & +S did?
efB2e eTQ%2e 4M,(G) '
Ademas, a partir de la prueba del teorema se ve que

bpp + bqq + \/(bpp B bqq)2 + 4|bpq|2
2 b

corresponde al autovalor mas pequeno de la submatrix 2 x 2 de B,

b

pp

b

Pq
bpq bq q

donde este minimo (para el caso de @Q)) corresponde al autovalor mas pequeno de la

d, 1
submatrix 2 x 2 de () con la forma v
1 d,
Hay que considerar dos casos:
. P ]‘ . .
1. La submatriz es . Por un computo sencillo, del autovalor mencio-
1 d,

nado, se tiene

d, +d d, +d,\?>
A_z%—\/(%) +1-dyd,.

d,+d
1 dg y al considerar la funcién

Sea z =

flz)=2x—V22+a, z€(0,00),

Vi +a’

f'(z) <0, asi f(z) es estrictamente decreciente, por lo tanto el minimo

. d, +d, d, +d,\*
T= mey 2 \/ (T Ty

con a < 0. Donde la derivada f'(x) = 1 — se ve facilmente que
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no puede ser obtenida para grados pequenos. Recuerde que el grado maximo

de vértice se denota por A. Se concluye que

A A 2
T = min +dp—\/< —;dp) +1—Ad, ;,

vpvg€E(G) 2

2. La submatriz es
1 d,

Es claro que el autovalor mas pequenio es min{d,, d,}, por lo tanto T = § es el
minimo vector de grados de G. La funcion anterior f(x) = x — Va2 + a,x €

d,+d
(0,00) con a < 0. Si z = 6, entonces § < %, implica

2
f<5>=5—m2f(dp+dq):dp+dq_\/<dp+dq) ..

2 2 2

Como la constante a en la funcién f es igual al nimero negativo o = 1 —d,d,,

se tiene

2
£(8) =6 — 52+azww/<w> 11— dyd,

Ademés, como

d, +d d, +d, \>
525—\/52+a2%—\/<%> +1—d,d,.

el resultado se sigue.

O
Observacion 4.3 Si G = K, 4, el grafo completo bipartito, la cota inferior en (4.5))
2, .2
. sS“+r°+s+r
se convierte en .
s+

Teorema 4.13 Sea G un grafo k—regular. Entonces
s(G) = s9(G) > k+ 1.
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Demostracion: Sea G un grafo k—regular entonces: Ae = ke, d® = k2e, Z d? =
=1

nk® Y did® = nk?, y Mi(G) = nk?.
i=1

Por la desigualdad dada en (4.5]), se tiene

nk? + nk?
sol€) = " )

= |2k —(k—1)|=k+1.

Asi, la afirmacion se sigue.

¢

Observacion 4.4 Para k > 3, la cota inferior anterior mejora la cota inferior dada

en el Corolario[{.6
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4.4. Comparaciéon de cotas

Esta seccion se realiza una comparacion de algunas de las cotas presentadas en
este trabajo. Primero se compara la cota inferior del Teorema[4.5| con la cota inferior
del Corolario B.18l

Sea L1(G) y Lo(G) denotadas como las cotas inferiores del Teorema 4.5y del
Corolario B.18 Asi

Li(G) = V(A —6)2 + 2A + 26 + 4,
1

Ly(G) = =] \/(nA)2 + 8(m — A)(2m — nA).
Se observa s que L1(G) solo depende del menor y mayor grado, y no de n y m. Sea
S 2
d=— Z d; = o denotado como el grado promedio en GG. Entonces
n < n
L(G) = n \/A2+8(m—A)(2m—nA)
n—1 n?

_ n"_Ll\/NJr (4&—%) (d—A),

lo cual muestra que Ly(G) estd determinada por el grado méximo y promedio, asi
como por n. Aqui, d — A <0,y d— A = 0, precisamente cuando G es regular.
El siguiente resultado relaciona los cotas inferiores como una funciéon de ciertas

propiedades del grafo.

Teorema 4.14 Sea G un (n,m)—grafo con n > 2.

1. Si G es un grafo k—regular. Entonces L1(G) = 2vVk+1 y Ls(G) = n 1k:.
n p—

Por lo tanto, Lo(G) > L1(G) excepto cuando k < 3 (y n arbitrario) o k =4 y

n > 10.

n
2. Si G es conectado y contiene un vertice pendiente. Entonces La(G) < —1A Y
n J—

2n —1
Li(G) = VA2 + 7. En particular, Ly(G) < Li(G) se cumple si %AQ <T.
n —

65



Capitulo 4: Comparacién de cotas

Demostracion: . Las dos expresiones seguidas del calculo anterior como d = § =
A=k

Considere el caso cuando G es regular con grado k. Entonces Ly(G) < Li(G)

n 1 k
dado que k<2Vk+1ol—— > ——=. Aqui el lado derecho es mayor que
menTt s RS avErL o

1 precisamente cuando k£ > 5, y la conclusion se sigue.

[Z. Dado que hay un vértice pendiente, 6 = 1. Eso hace que

Li(G)=v(A—-12+2A +2+4=VA2 4T

Se tiene A > 9§ =1, por si A = 1, (G seria una coincidencia perfecta, contradi-
ciendo que G es conectado y n > 2. Por lo tanto, d — A < 0. Ademaés, cuando G es
n

conectado, m > n—1> A. Asi que m > A, y utilizando que 2m = Z d;, facilmente
i=1

- _ 8A
se ve que, 4d > —. Asi
n

Ly(G) =

n —

A
Por lo tanto si, 7 < A? 4 7, entonces Lo(G) < Li(G). De esto se sigue

la dltima afirmacion. O

Observacion 4.5 La cota inferior Li(G) para el caso regular es peor que la cota

inferior del Teorema[{.13

Observacion 4.6 Al considerar nuevamente la cota inferior sobre la amplitud La-

placiana sin signo so(G), Teorema
n(C) = 2mix | Qz — (7 Q).

En la prueba se obtuvo la cota de algunos cdlculos en los que se implicaba una
unica desiqualdad, es decir, cuando se usa que “minimax” es al menos tan gran-

de como “maximin”, para la funcion involucrada. Desafortunadamente, no se puede
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mostrar que la igualdad se cumple aqui. La razon de esto es bdsicamente que no es
una funcion concava de x, y también, B, no es un conjunto convero, asi que los
teoremas minimax generales no pueden aplicarse a la situacion.

Sin embargo, es interesante explorar ain mds la calidad de la mejor cota obte-

nida del principio minimaz. Para ello, considere la funcion

f(z) = 2|Qz — (2" Q)]

de modo que n(G) = :rc%%x f(x). Obsérvese que f es una funcion complicada, obteni-
n

da a partir de un polinomio multivariado de grado seis (tomando la raiz cuadrada,

aunque se puede eliminar para la mazimizacion). Si se considera una funcion ez-

tremadamente simple para maximizar aproximadamente f sobre la bola unitaria; se

realizan algunas iteraciones K del siguiente método del gradiente con una longitud

de paso s > 0:

Algoritmo: simple gradiente de bisqueda.

1. Seax:ieyn:f(x).
n

NG

2. Parak=1,2,... K.

a) calcule una aproximacion numérica g al gradiente de f en x,

1
b) paso de gradiente y proyeccion: seay ==X+ Sgyy = —,

lyll

¢) actualizacion: n := max{n, f(y)} y x :=y.
3. Actualizacion 7.

En cada iteracion, se hace un paso en la direccion del gradiente (numéricamen-
te), incluso si el nuevo valor de la funcién podria ser menor. Asi se evita la busqueda
de lineas. La desventaja es que no puede aproximarse a un maximo local muy bien,

pero la ventaja es que se puede escapar de un méaximo local e ir hacia otros valores
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criticos de la funcién. El procedimiento es muy simple, y heuristico, y tipicamente
solo se realizan unas pocas iteraciones K (alrededor de 10 o 20). Se ha utilizado la
longitud de paso constante s, pero también la longitud de paso variable (siendo una
funcion decreciente del ntimero de iteracion).

En la Tabla se da algunos resultados computacionales para 5 grafos alea-
torios conectados, mostrando todas las cotas inferiores anteriormente discutidas y la

nueva cota 7). La notacién en la tabla es la siguiente:

liugy = cota del Teorema
liugs = cota del Corolario m, dada anteriormente como Ly(G)
meg; = cota del Teorema
meg, = cota del Teorema [4.5]
Ncon = cota del Corolario
Z1 = del Teorema (principio minimax), usando el inverso de grados
72 = del Teorema [£.8 usando el vector de d; >
n = mejor cota del método del gradiente simple para la funcion n(x),

10 iteraciones

Amplitud = amplitud exacta de so(G)
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40 | 634 | 36 | 27 | 32.60 | 28.68 | 11.91 | 14.53 | 7.76 | 11.76 | 19.31 | 38.39 | 39.19

40 [ 519 | 32|20 | 26.99 | 21.38 | 11.81 | 15.87 | 11.96 | 17.75 | 26.68 | 31.07 | 36.03
40 1322 23| 9 |17.07 | 11.06 | 9.97 | 16.25 | 11.83 | 17.79 | 23.16 | 25.14 | 26.34
40 1273 | 19| 9 | 14.42 | 9.69 | 898 | 12.65 | 10.22 | 14.87 | 18.41 | 20.48 | 22.50
40 | 346 | 22 | 12 | 18.01 | 13.74 | 9.66 | 13.11 | 9.81 | 15.00 | 21.82 | 23.94 | 26.33

Tabla 4.1: Tabla comparativa

Para el ultimo ejemplo de la tabla el valor de n durante la 10™¢ iteraciéon del
algoritmo de busqueda de gradientes, se ve que el méximo, que en este caso, se

encontro en la iteracion 4:

f(x) 9.80 | 21.77 | 23.41 | 23.94 | 22.81 | 18.77 | 22.34 | 17.32 | 23.20 | 19.34

Tabla 4.2: Tabla de iteraciones

Estos experimentos muestran claramente que 1(G) es una muy buena cota in-
ferior de la amplitud Laplaciana sin signo sg(G). Aunque el calculo exacto de 7(G)
puede ser dificil, se ve que el algoritmo da muy buenas aproximaciones y cotas infe-
riores a sg(G), en unas pocas iteraciones. Por supuesto, el resultado de tal algoritmo
no es un cota analitica en términos de pardmetros de grafos naturales. Pero cualquier
cota necesita ser calculada, y, en la practica, su esfuerzo computacional siempre debe
ser comparado con el trabajo de la utilizaciéon de un algoritmo de autovalores para

calcular el autovalor mayor y menor de @), y encontrar s(G) de ese modo.
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Finalmente, se destaca que es posible el uso de los resultados dados anterior-

mente para encontrar una cota analitica que sea bastante buena.
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Conclusiones

Conclusiones

En este trabajo de tesis se estudio la amplitud del espectro Laplaciano sin signo
de un grafo GG, para ello se vio la definiciéon de un grafo, sus propiedades, algunas
de sus clasificaciones, las diversas matrices asociadas a este y diversos resultados
clasicos necesarios para el desarrollo de los objetivos trazados. Se realizaron revisiones
bibliograficas para la amplitud de una matriz, amplitud del espectro Laplaciano y
Laplaciano sin signo de un grafo y se mostraron resultados relevantes sobre las cotas
inferiores y superiores de la amplitud del espectro Laplaciano sin signo de un grafo
y se observo el ajuste que tenian. Por ello se propone seguir trabajando en cotas
inferiores y superiores que den mejores aproximaciones y cumplan la igualdad para

una gran cantidad de grafos.
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