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Pauta Examen
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(i).- Supongamos que C' es ciclico. Luego, C' es lineal, en particular si ¢(z) y ¢(x) estan
en C sigue que (¢ + ¢)(z) estd en C. Consideremos ahora p(x) € F,[x] y probemos
que (p-c)(x) esta en C. Por la linealidad de C, bastara mostrar que si ¢(x) estd en C,
entonces x - ¢(x) también estd en C. Para probar esto dltimo, simplemente observar
que médulo 2™ — 1,

T-c(z) =cor + @+ ... cho18" = oy + T+ 1P A cpgr™
Supongamos ahora que C' es un ideal. Luego, si ¢(z) estd en C, se tiene que z-¢(z) € C,
ie., (¢no1,Cos--- Cn) € C.

(ii).- Sea g el polinimio ménico de grado minimo en C. Como C' es ideal, (g) C C.
Supongamos entonces que f(z) estd en C. Del Teorema de la Divisién sabemos que
exiten ¢(x) y r(z) tales que f(x) = q(z)g(x) + r(z) donde grd(r) < grd(g). Si f(z)
no fuese divisible por g(x) entonces r(x) = f(x) — q(x)g(z) serfa un elemento no nulo
de C de grado menor que g. Esto contradice la minimalidad de g. Hemos concluido

que C' = (9).

(iii.1).- Del Teorema de la Divisién sabemos que existen ¢(z) y r(z) polinomios tales
que 2" —1 = q(x)g(x) +r(z) donde grd(r) < grd(g). Si g no divide a 2" — 1, entonces
r(z) = (™ — 1) — q(z)g(x) € C es un polinomio no nulo de grado menor al de g,
contradiciendo asi la minimalidad de g.

(iii.2).- Si ¢(z) € C, entonces de (ii) sabemos que c¢(x) = f(x)g(x) para algin f(z) €
F,[z]. Como ¢(x) es un polinomio de grado a lo més n — 1, se debe tener que x es
un polinomio de grado a lo mas (n — 1) — grd(g) < n — grd(g). Como el conjunto de
polinomios de grado a lo mas n — grd(g) es un F [z|-espacio vectorial de dimensién
n — grd(g) se tiene que C' es de dimensién n — grd(g).

(iii.3).- Como C es un ideal generado por g, entonces G = {g(x),x -
g(z),...,2" % 1g(x)} € C. Més anin, por (iii.2), cualquier c¢(z) € C si y sélo si
es combinacién [F -lineal de G. Como la i—ésima fila de la matriz G’ del enunciado
corresponde al polinomio x'g(x), hemos establecido que G genera C.

(iv).- En F} habra tantos cédigos ciclicos como elecciones posibles para el polinomio




generador g hayan. Sabemos que dicho polinomio debe dividir a 2" — 1. Luego, 12
cantidad de cédigos ciclicos correspondera a 2™ — 1 donde m es igual al nimero de
términos en la factorizacién de 2™ — 1 en F,[z] (el —1 corresponde a excluir el cédigo
vacio). Veamos entonces cuantos polinomios irreducibles aparecen en la factorizacién
de 2™ — 1. Para ello, notar que

= 1l=(24+ )+ 2+ P2+ D)=+ D@+ D)@+ 22 1),
Sigue que hay 7 c6digos ciclicos no vacios distintos en F5.

(v.1).- Sea g el polinomio minimal de o. Como Fom es de caracteristica 2 sigue que
g(e) = 0 implica que g(a?) = (g(a))* = 0, i.e., o2 también es rafz de g. Como
a es elemento primitivo de Fym, tiene orden 2™ — 1 en Fj.. Luego, a® # o2 si
0<i<j<m—1, luego

{oz,aZ,o/l,...,an_l} = {a2i RS N} .

Dado que « es un elemento primitivo de Fam, se tiene que Fy(a) = Fom. Luego,

. . o . m—1
el polinomio minimal de a debe tener grado m. Luego o, a? o, ... a? es una

coleccién completa de las raices del polinomio minimal, i.e.,

—_

m—

g(z) = H (x - 042i> :

7=

(v.2).- Como el grado algebréico de o es m, toda potencia a?~! con j > m puede
expresarse de manera tinica como combinacién lineal de {1, q,...,a™ '}. Sigue que
H existe y esta definida de manera tunica.

Ademds, si c(x) € C, entonces ¢ es multiplo de g. En particular, como « es raiz
de g se debe tener que c(a) = 0. Si suponemos ahora que c¢(a) = 0, entonces g y ¢
comparten una raiz. Como ¢g es minimal, debe ser irreducible. Sigue entonces que ¢
debe ser multiplo de g (de lo contrario el maximo comun divisor de g y ¢ serfa un
polinomio en F,[z] de grado menor que g y con a como raiz). Como ¢ es multiplo
de g se concluye que c esta en C'.

Observemos ahora que si f = (fo, ..., fo_1)?, entonces (H f); = >."_, hi;f;—1. Luego,

j=1
m—1 n m—1 n n—1
Z(Hf)io/ = Z (Z hi,jai> fi-1= Zaj_lfj—l = Zajfj = fla).
i=0 j=1 \i=0 j=1 =0

Luego, c¢(a) = 0 equivale a decir que He!' = 0. Por lo tanto, ¢ € O siy sélo Hel' = 0.



(v.3).- Como o' # o? si 1 < i< j < 2™—1 sigue que todas las columnas de H debett
ser distintas. Como hay a lo mas 2™ — 1 posibles tuplas de largo m a coordenadas en
[Fy no todas nulas, todas ellas deben aparecer como columnas de H. Sigue que (salvo
por permutaciones de las columnas),

1 11
H = 1 1

1
1
1 1 1

1
1
Una matriz G esta dada por una base del nicleo de H. Como la matriz H tiene 3
filas linealmente independientes, tiene un nicleo de dimension 4. Para construir G

basta entonces encontrar 4 vectores linealmente independientes en el ntcleo de H.
Por prueba y error se llega a por ejemplo
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(vi).- Si e(x) = 2™, entonces Sy = o', luego x = o~ es tal que 1+ S1z = 0.
Sie(x) = 2™ + 2, entonces

ST = a4+ a”.

S2 — a3a1 +a3a2

Denotaremos a® y a2 por 1, y 1z respectivamente. Luego, S1 = n1+12 y Sa = n3+15.
Se pide mostar que ;' y 7, son raices de 1+ Siz + (S? + S,5; )22, En particular,
dado que S? = (91 + 12)* = n? + 13, debemos mostar que

L+ ()it + (0f + 3 + (0F + 1) (m +m2) ™ )mp® = 0.
Multiplicando por n} y reagrupando, lo anterior equivale a pedir que
0+ (1 m2)m 0t 03 = (nf +n03) (m +12) 7"

o equivalentemente, que 17 + mne +n5 = (97 + n3)(m + n2) . Como (17 + mns +
n3)(m + n2) = 0 + 03, se obtiene la conclusién deseada. Por simetrfa, también se
concluye que 7, es otra raiz.



