Ma5201 Complejidad Computacional 14 de Julio de 2012

Pauta Examen

Prof. Cdtedra: M. Kiwi Prof. Auxiliar: P. Mufioz, D. Salas

PROBLEMA 1:

(1).- Para ver que NorCVAL esta en P basta recordar que la evaluacion de un circuito se puede hacer eficien-
temente (en tiempo polinomial) en el modelo RAM.

Sabemos que MonCVAL es P-completo.! Para concluir que NorCVAL es P-duro, bastard establecer que
MonCVAL <, NorCVAL. Sea (C, ®) instancia de MonCVAL. Primero construimos un circuito C’ reempla-
zando cada puerta l6gica de C del tipo x € {V, A} con k arcos incidentes por un drbol como el que se muestra
en la Figura 1. Posteriormente, construimos C” a partir de C’ reemplazando cada puerta 16gica del tipo V
(respectivamente A) por 2 (respectivamente 3) puertas 16gicas del tipo NOR de acuerdo a lo que se muestra
en la Figura 2). Notar que C”(x) = C(x) cualquiera sea x € {0,1}", en particular C"(®) = C(®). Ademads, el
tamafio de C’ es a lo mds cuadritico en el tamafio de C’, y el tamafio de C” es a lo mds 3 veces el de C'. Lue-
g0, C” es polinomial en el tamafio de C. Més atin, dado que las construcciones de C''y C”, a partir de C'y C’
respectivamente, son altamente locales, estas pueden ser facilmente implementadas en espacio logaritmico.
Sigue que existe un transformacion a espacio logaritmico de (C,®) a (C”, ®) tal que C(®) = C"(®). En par-
ticular, (C,®) € MonCVAL si y sélo si (C”,®) € NorCVAL. Resumiendo, MonCVAL <, NorCVAL como
se queria establecer.
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Figura 1: Reemplazo de una puerta l6gica con multiples arcos incidentes por un arbol binario de puertas
16gicas del mismo tipo.

La reduccién descrita de MonCVAL a NorCVAL no es la tinica posible, pero si la mas simple de describir.
Pequeiias adaptaciones a la reduccién vista dan lugar a una reduccién a espacio logaritmico de CVAL a
NorCVAL, estableciendo asi también que NorCVAL es P-duro.

IRecordar que MonCVAL es el lenguaje conformado por instancias del tipo (C,®) donde C es un circuito Booleano en 7 entradas
con puertas légicas del tipo Ay V, ® € {0,1}", y C(®) = 1.
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Figura 2: Reemplazo de puertas 16gicas del tipo V y A por puertas 16gicas del tipo NOR.

(ii).- Veamos primero que RectTiling estd en NP (lo cual, en este problema no es del todo inmediato). Sea
((A,B);(a1,b1),. .., (ar,by)) una instancia de RectTiling. Consideremos el certificado (x,y1),..., (xx,yx) tal
que0<x; <AyO0<y;<B,ie{l,... .k}, donde (x;,y;) representa la posicién de la esquina inferior izquierda
del rectangulo (a;, b;) relativa a la esquina inferior izquierda del rectdngulo principal (A, B). Afirmamos que
si la instancia de RectTiling pertenece efectivamente al lenguaje, entonces debe existir una solucién factible
donde xi,...,x,y1,...,y% son todos enteros. En efecto, basta notar que si los pares (x;,y;)’s representan
una dispoicién vélida de los rectdngulos secundarios, entonces los (|x;], |y;|)’s también son una disposicién
vdlida (verificar!). Sigue que existe un certificado de pertenencia de una instancia en RectTiling que es de
tamafo a lo mds O(k(logA + logB)), es decir polinomial en el largo de la instancia. La verificacién del
certificado requiere comprobar que:

» Paratodoi,j€ {l,...,k}, i # j se tiene que
xi Sxj<xitai = ((vi+bi <yj)V(yj+bj <y)).
» Paratodoi € {1,...,k}, se tiene que x; +a; <Ay que y;+b; <B.
Luego, la verificacién requiere O(k?) operaciones artiméticas con ndmeros de largo acotado por

O(max{logA,logB}), por lo que puede ser ficilmente implementada en tiempo polinomial en el modelo
RAM.

Veamos ahora que RectTiling es NP-duro. Bastard reducir SubsetSum a RectTiling. Sea ({si,...,Sx—1 };f) una
instancia de SubsetSum. Dado que ({si,...,s¢_1};f) € SubsetSum si y s6lo si ({s1,...,s1};Xr—} —1) €
SubsetSum, sin pérdida de generalidad podemos asumir que 2t < Zf;l s;. Consideremos la instancia de
RectTiling en que:



= B=2.
" A= Zklsz

(ai,bi) = (s;,1) paratodoi € {1,...,k—1}.

(ak, bi) = (Z, | Si— 21, 1)

Notar que si ({s1,...,5k—1};#) € SubsetSum y 2t < fo;ll s;, entonces existe un I C {1,...,k— 1} tal que
Y.icrsi =t. Sigue que el rectdngulo principal puede ser cubierto colocando en una hilera los rectdngulos se-
cundarios {(a;,b;) : i € I}U{ax,by)} y en una segunda hilera el resto de los rectdngulos secundarios. Luego,
la reduccién de mas arriba lleva instancias en SubsetSum a instancias en RectTiling. El converso también
se tiene. En efecto, sea ((A,B);(aj,by),...,(ar,by)) una instancia en RectTiling que se obtiene de la reduc-
ci6n de una instancia de SubsetSum, digamos ({sy, ..., s };¢). Observar que el drea total de los rectdngulos

secundarios es
k k—1
Za,‘bizz ZS,‘—Z‘ =
i=1 i=1

Luego, necesariamente los rectangulos (a;,b;)’s deben formar dos hileras, una que cubre el rectingulo prin-
cipal hasta la altura 1 y otra que cubre el resto del rectdngulo principal. Sean (s;, 1) coni € I C {1,...,k—1}
los rectdngulos secundarios que estdn en la misma fila que el rectdngulo secundario (ay, by ). Se tiene que,

lez,“l A= "k-(Zsz—t> <I:Z;Si—2t>:t.

Por lo tanto, ({sy,...,sk—1};f) € SubsetSum. Es fécil ver que la reduccién descrita es a tiempo polinomial
(de hecho, a espacio logaritmico) dado que el cdlculo de la reduccién s6lo conlleva operaciones aritméticas
simples y en su mayoria que dependen sélo de partes de la instancia sobre la que se estd calculando la
reduccion.

(iii).- Sea A = (A; ;);j matriz de n®> x n® tal que los A; ;’s pertenecen a {{J} U [n?]. A continuaci6n construi-
remos una reduccién que le asocia a (A) la instancia f({A)) de SAT. Antes de describir la reduccién, nos
serd ttil definir un férmula Booleana, denotada ¢, sobre n? variables Booleanas, digamos yi,.. ., v,2, tal que
©(¥1,...,¥,2) = 1 siy sélo si una y sélo una de las variables y,...,y,2 toma el valor 1, equivalentemente,

OOty y2) = Vi (Ajzd;)) -

i€n?]

Sea entonces f((A)) = (@4) donde @4 es una férmula Booleana sobre n® variables x; j x, con i, j,k € [n°] y
x; jx = 1 representando que inicialmente A; ; = k o que A; ; = [J se reemplaza por k. Mas aun,
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i,j€[n?] i,ke[n?] Jj.ke[n?] 5,t€[n] ke [n?]

donde yu serd verdadera solo si x; jx = 1 para todo i, j,k € [n?] tal que A=k, (pgcje ) seré verdadera si y
sélo si una y sélo una de las variables x; j 1,...,x; jn2 €8 verdadera (es decir, A; ; toma un tnico valor en [nz]),

row z . z . 2 . .
(pl( Iy ) serd verdadera si y s6lo si una y sélo una de las variables x; 1 ¢,...,x; 2 ; €s verdadera (es decir, en



la fila i de la matriz A un tinico A; ; toma el valor k € [n%)), (pE.L,(: ) serd verdadera si y s6lo si una y sélo una
de las variables xy jx,...,X,2. ik €S verdadera (es decir, en la columna j de la matriz A un tnico A; ; toma el
k)

valor k € [n%]), y (pgﬁlz serd verdadera si y solo si una y s6lo una de las variables x; j x con (s — 1)n <i < sn
y (t —1)n < j < tn es verdadera (es decir, en el bloque B, de la matriz A un tnico (By);, ;j toma el valor
k € [n?]). Especificamente,

Ya = /\ Xi jAijs
i,j€[n?]:A; j#0

!
o\ = o (uskiken),
o = (xw,k e,

l)
(P]C/(c) = x»h ) ’

(blck)  _

Pk = (x,jk (s—1n<i<sn, (t—l)n<J<tn).

Es fécil ver que, dado A, cada una de las férmulas Booleanas involucradas en la definicién de @4 son faci-
les de construir en tiempo polinomial (de hecho, en log espacio), dado que las construcciones involucran
esencialmente sélo ciclar sobre los indices adecuados. Claramente, hay una identificacién uno a uno entre
formas de completar una instancia de Sudoku dada por una matriz A con las caracteristicas del enunciado y
asignaciones de valores de verdad de x; j x con i, j,k € [nz] que satisfacen @4. En resumen, f es una reduccién
a tiempo polinomial de Sudoku a SAT.

PROBLEMA 2:
(i).- Sea A € F"*", Por definicién de Perm (-) y dlgebra elemental se tiene que,

n—1

Perm(A) = Z ﬁai,c(i) = Zn:ali Z Halc Za] i Z H A] l)j@) Zal ,Perm(A1 1) .

€S, i=1 i=1 ceSy:o(1)=i i=1 0€8, 1 j=1 i=1

(ii).- Sean s,z € {1,...,n—1}. Como F es un cuerpo de cardinalidad p > n sabemos, de una consecuen-
cia del Teorema Fundamental del Algebra, que existe un polinomio p € F[x] de grado a lo més n tal que
Pst(1) = (A1i)s; paratodo i € {1,...,n}. La matriz Ds(x) = (ps.(x))s, existe y satisface las condiciones del
enunciado. Finalmente, observar que Perm (D4 (x)) es una sumatoria de productos de n — 1 términos del tipo
Ps.(x). Luego, como cada producto es un polinomio de grado a lo més n(n— 1) < n?, sigue que Perm (D4 (x))
es un polinomio de grado a lo mas n?.

(iii).- El probador honesto debe elegir Perm (Dy,, (x)) como polinomio Q,,. Como A,, es un matriz de tamafio
(n—m+1) x (n—m+1), de la parte anterior sabemos que dicho polinomio tendr4 grado a lo mds (n —m+1)?
y que seré tal que

n—m+1 n—m+1

n—m-+1
; (Am)1iQu() =} (Aw)1Perm(Da, () = ), (Am)1Perm((An)1s)

i=1 i=1
= Perm (A,,) = Perm (Dy,, ,(bm-1)) = Om—1(bm-1) = k.

Sigue entonces que si (A, p,q,k) pertenece a Lyerm y €l probador es honesto, entonces el verificador del
sistema interactivo de demostracién del enunciado acepta con probabilidad 1.



Por otro lado, si (A, p,q.k) no estd en Lyerm, entonces para que el verificador del sistema interactivo del

enunciado acepte debe ocurrir que para algin m € {1,...,n— 1} se tendrd que Q,,(x) # Perm (D4, (x)) y

Om(bm) =Perm (Dy,,(bm)). Como by, estd elegido al azaren {1,...,p}, y dado que dos polinomios distintos

de grado a lo més (n —m+ 1)? pueden coincidir en a lo mas (n —m+ 1)? valores de {1,...,p}, se tendrd que
(n—m+1)>?

Phpy (Om(bm) = Perm (Dy,, (bm))| Qm(x) 7 Perm (Da,, (x))) < »

Por sub-aditividad de P (+), sigue que la probabilidad que el verificador acepte estd acotada por:

n—1 2 n 4

— 1 1 1

Z(” m+)<7zm2<(”+)_

Tomando entonces p = 3(n+ 1)*/4 se tiene que la tltima expresion esté acotada por 1/3 y que el protocolo
del enunciado coloca a Lyerm €n P2

(ii).- Sea M una miquina tipo BPP que decide L en tiempo polinomial p(r) y con error a lo més 1/2"*! (dicha
madquina existe por definicién de BPP y aplicacién del Lema de Amplificacién). Decimos que p € {0,1}” ()
es malo para ® € {0,1}" si M(w,p) # L(®), donde L(w) =1 si ® € L'y L(®) = 0 en caso contrario. Sigue
que cualquiera que sea ® € {0,1}" hay a lo mas 27(") /2"*+1 valores de p € {0,1}”(") malos para @. Por lo
tanto, hay a lo mds 27~ valores de p que son malos para algiin ® € {0, 1}". Luego, como {0, 1}7(") tiene
cardinalidad 27, se tiene que existe po € {0, 1}”") bueno para todo ® € {0,1}".

Como M(-,-) es un maquina de Turing a tiempo polinomial, por el Teorema de Cook-Levin, sigue que existe
una familia (uniforme) de circuitos Booleanos (Cy(+,))nen ¥ un polinomio g(-) tales que |C,| < g(n) y para
la cual M(®,p) = C,(w,p) cualquiera sea @ € {0,1}" y p € {0,1}7"). Definimos C,(-) = Cy(-,po). Se tiene
entonces que (C),)nen es una familia de circuitors Booleanos en n entradas tal que |C),| < g(n) para la cual
C,(0) = M(®,po) = L(®). Equivalentemente, (C,,),en es una familia de circuitos Booleanos de tamafio
polinomial que decide L, i.e. L € P/poli.

2En rigor, también se necesita argumentar que los pasos del protocolo del enunciado pueden sera realizados en tiempo polinomial
por el verificador, pero no se pedia establecer esto dltimo.



